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1 Komplexe Zahlen

Als Einleitung in die Funktionentheorie soll der Korper der komplexen Zah-
len soll an dieser Stelle kurz wiederholt werden.
1.1 Grundlegende Definitionen

1.1.1 Definition

Es sei C = R x R = R?, somit seien (z,y) und (z’,%') Elemente aus C.
Es gelte

(z,y) + (@) = @+ y+79),
(z,y) - («',y") = (z2’ —yy' 2y +2'y).

1.1.2 Satz 1

Es gilt nun fir z = (z,y),w,v € C:
(1) (C,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) 2w =wz

(3) (1,0)z=2

(8) (zw)v = 2(wo)

(5) mit z # 0 gibt es ein 2/, so dass 2z’ = 1 gilt und es ist

S = €z -y
242 2+2)

Somit bildet (C,+, -) einen Kérper.

1.1.3 Einbettung in R
Es sei nun ¢ = (0, 1), dann ist 5! = (—1,0) = —1.
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Weiter gilt fiir die Abbildung ¢ : R — C mit ¢(z) = (x,0) gerade
plety) = o) +ey),
plry) = o(x)p(y).

Somit ist ¢ ein Homomorphismus und da R und C zwei Korper sind ist ¢
auch injektiv.

Es gilt dann
Lop(z) +i-e(y) = (1,0)(x,0)+(0,1)(y,0) = (z,y),
somit ist nun auch
(x+iy) - (@' +iy)) = (v2' —yy') +i(zy + 2'y).
Es sei weiter

Rez = Re(z+iy) = z € R,
Imz = Im(z+iy) = y € R

1.2 Anordnung in C

Da es keine Ordnung der komplexen Zahlen gibt, die Addition und Multipli-
kation respektiert, sollen die folgenden Konstruktionen einen Ersatz bieten.
1.2.1 Komplexe Konjugation

Zuz=xz+iyec Cseliz=1z—1y.

Es gilt dann fiir z =z 4+ iy, w € C:

(1) z==2

(2) zz=2%+y°

Y
(3) z2+w=z+w

(4) zw=zw
(5) Rez=(2+4+%)/2

(6) Imz=(z—7%)/2



Kap.1 Komplexe Zahlen 6

1.2.2 Betrag
Fir z =z 4 iy € C sei

2l = (@)l = Va?+y>
Es gilt dann fiir z = z + iy, w € C:
(1) |2 = V3=
(2) [z =17
(3) |zw| = |z[|w]
(4) |z +w| <|z[ + |w]
(5) lz[ <lz|+ 1yl
(6) |z| < |z| und [y| < |2|
Durch d(z,w) := |z — w| wird nun eine Metrik auf C definiert. Weiter sei fiir
eina e C

B.(a) := {z€C||z—a| <e}.
1.2.3 Polarkoordinaten
Jede komplexe Zahl z l&sst sich darstellen als

z = r(cosp +isingp)

mit r >0 und —7 < ¢ < 7.
Es ergibt sich durch

e S02n e (p2n+1
— _ 1\ ] — _1\"
cosp = g (—1) o)1 und sinp = E (—1) nt 1)

mit ¢ € R gerade ‘
¥ = cosp+ising.
Quadriert man eine komplexe Zahl z, so verdoppelt sich der Winkel ¢, der
Radius 7 bleibt dabei unveréndert:
A

Im
ZZ

Abbildung 1: Quadrieren einer komplexen Zahl
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Hat man nun eine komplexe Zahl z in Polarkoordinaten gegeben, also
z = re',
so ergibt sich
ro= Va2 +y2 und ¢ = arctan (%) .
Weiter gilt |e*| = |e*t%| = ¢* = eRez,
Bemerkung
Fiir eine Gleichung der Form
o= e mit keN
gibt es genau k Moglichkeiten fiir die Wahl von z.

1.2.4 Beispiel

Finde alle komplexen Zahlen z € C, fiir die

2 (1—+/3i)

2

gilt.
LSoung
Es gilt = Re2? = % sowie y = Im 22 = —@. Somit folgt mit

r = Vaxi+y2 =1 und

¢ = arctan (Q> = arctan(—V3) = — T

x 3
gerade
22 = 75

Es ergeben sich somit die beiden Lésungen

i
z1 = e '6 und z9 = €'6.

1.3 Folgen

1.3.1 Definition

U C C heifit eine Umgebung von a € C, wenn es ein € > 0 gibt, so dass
B.(a) C U gilt.
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1.3.2 Definition

Eine Folge (z,) von komplexen Zahlen konvergiert gegen a € C, wenn eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Ve>03INeNVn>N: |z, —a| <e.

(2) Zu jeder Umgebungen U mit a € U gibt es N € N, so dass fiir alle
n > N gerade z, € U gilt.

Da der Grenzwert eindeutig bestimmt ist, schreibt man dafiir auch

lim z, = a.
n—oo

1.3.3 Satz 1

Eine komplexe Folge (zy,) mit z, = x, + iy, konvergiert genau dann gegen
u = a + tb in C, wenn fiir die reellen Folgen gilt:

lim z, = a und lim y, = b.
n—oo n—o0

1.3.4 Rechenregeln fiir Folgen

Fiir zwei konvergente komplexe Folgen (z,) und (w,) mit lim z, = a und
n—oo

lim w, = b gilt:

n—oo

(1) lim (2, +wyp) =a+b
n—oo

(2) lim (z,wy) = ab
n—oo

(3) lim [z,| = |a

(4) limz,=a
n—oo

(5) nlin;o(l/zn) = 1/a [fir z,,a # 0]

1.3.5 Definition

Eine komplexe Folge (z,) heifit Cauchyfolge, wenn gilt: erfiillt ist:
Ve>03NeNVnm>N: |z, —z2n|<e¢

Bemerkung

(zn) = @pn + iy, ist genau dann eine Cauchyfolge in C, wenn z, und y,
Cauchyfolgen in R sind.



Kap.1 Komplexe Zahlen 9

1.4 Reihen
1.4.1 Definition

n

Es sei (z;,) eine beliebige Folge und es sei s, = > z, die Folge der Parti-
k=0

alsummen. Dann heif3t

o n
g Zp = lim E Zn = lim s,
n—oo n—oo

eine komplexe Rethe.
o0
zp, ist konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergent ist.

k=0
o0 o0

Weiter ist die Reihe >’ z, absolut konvergent, wenn ) |z,| konvergent
k=0 k=0

ist.

Jede absolut konvergent Reihe ist auch konvergent, die Umkehrung ist im
Allgemeinen falsch.

1.4.2 Majorantenkriterium

Seien z, € C und ¢, € R mit ¢, > 0.

o0

Ist die reelle Reihe ) ¢, konvergent und gilt |2,| < ¢, fiir alle n € N, so
n=0

konvergiert

o0

D

n=0
sogar absolut konvergent.

1.4.3 Beispiele
(1) Fir |z| <1 gilt

S 1
7;]2” = 15

(2) Fiir eine beliebiges z € C ist die folgende Exponentialreihe konver-
gent:

o) zn
exp(z) = €& = g —
n!

n=0
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1.4.4 Satz 1

o0 o0
Seien Y z, = zund Y w, = w absolut konvergente komplexe Reihen und
. n=0 n=0
es sei
n

Up = E ZpWp_p = E ZEWy.

k=0 k+l=n

o0
Dann ist auch ) u, absolut konvergent und es gilt > ° ju, = z-w.
n=0

1.4.5 Beispiel

Es ergibt sich daraus gerade

1.5 Aufgaben
1.5.1 Aufgabe 1

Berechne Real- und Imaginérteil fiir folgende Zahlen [dabei n € Z]:

2+ 51

1
— 353 - &I n
(1) @=30%  (2) 7 (3) 5= (&) "
Losung Teil 1
Es gilt
z = (2-3i)% = (2-3i)(2—3i)(2 - 30)
= (4-12:—-9)(2 - 3i)
= (=5 —12i)(2 — 3i)
= (-10—-9:—36) = —46—9i.
Somit ist Rez = —46 und Im z = —9.
Losung Teil 2
Es gilt
1 .1 N —1 -1 ;
z=-=4 = (0+4+1)" = (0,1)" = (0,-1) = —i.

Somit ist Rez =0 und Im 2z = —1.
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Losung Teil 3
Es gilt

z = - = (2,5)-(3,—-4)7!
3 4
= 29 (5 )

o (ns
- 25725 )"

Somit ist Rez = —% und Im z = %’

Losung Teil 4
Fiir i =0+ 1i = (0,1) gilt
(0,1)> = (-1,0) = —1,

(071)3 (0’1)'(031)2 = (0’*1) = —1,
(071)4 = (0’1)2'(07 1)2 = (LO) = 1

somit folgt

1 fir n(mod 4)=0
n i fur n(mod 4)=1
! —1 fir n(mod 4)=2
—i fir n(mod 4)=3

1.5.2 Aufgabe 2

Bestimme alle komplexen Zahlen z, die die folgenden Gleichungen erfiillen:
(1) 2>=—i, (2) 22=-1, (3) &2=(1-iV3)/2, (4) z=2"

L6sung

Diese Aufgaben lassen sich auch iiber Polarkoordinaten losen. Siehe dazu
Beispiel 1.2.4 auf Seite 7.

Losung Teil 1

Es sei z = 2 + iy = (z,y) € C.

Dann soll gelten:

2 = (2,9)? = (@® =y’ 2zy) = (0,-1)

Es ergeben sich somit zwei Bedingungen an die Zahl z:
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(1) 22 —y?=0,alsoy = +x
(2) 2zy = -1, alsoy:—% fiir x £ 0

Durch +x = i folgt © = £4/1/2. Die Probe zeigt, dass die gegebene
Gleichung nun gerade fiir

(VIR —VIB)  wd  (~VIB Vi)
erfiillt wird.

Losung Teil 2

Essei z=z+1iy = (z,y) € C.

Dann soll gelten:

2= (vy) = (@~ 20y) (x,y) = (27 = 3ay’, 32y —y°) = (-1,0)
Es ergeben sich somit zwei Bedingungen an die Zahl z:

(1) 23 —3zy? = -1

(2) 322y —4>=0

Fiir x = 0 gibt es also keine Losung, fiir y = 0 muss jedoch x = —1 gelten.
Somit ist (—1,0) eine Losung. Aus 322y — 3 = 0 folgt nun y? = 322 fiir
y # 0 und zusammen

2 = —143zy? = —1+92° & 1 = 83,

also x = % Weiter folgt aus y? = 322 auch y = +v/322. Auch die Probe
zeigt, dass die gegebene Gleichung nun gerade fiir

(—1, 0), (1/2, J374) und (1/2, —\/ﬂ)
erfillt wird.

Losung Teil 3
Es sei z =z + iy = (x,y) € C.
Dann soll gelten:
2 = (ay)? = @2yt 2y) = (1/2,V3/2) = (1-iV3)/2
Es ergeben sich somit zwei Bedingungen an die Zahl z:

(1) 22 —y?=1/2
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(2) 20y =/3/2

Aus der ersten Gleichung erhélt man x = +£./1/2 + y2. Das ergibt zusam-
men

£2/1/2+y%y = V3/2
+/1/2y2 +yt = V3/4
1/22 +4* = +£3/16
vt +1/22 -3/16 = 0.
Mit u := y? berechnet man
uw? +1/2u—3/16 = 0

und erhélt u; = 1/4 sowie ug = —3/4. Da y eine reelle Zahl ist, ergibt sich
nun nur y = £4/1/4. Aus

2 — (/1/4)? = 1/2

berechnet man z = 43/4. Die Probe zeigt, dass die gegebene Gleichung
gerade fiir

(VEFLVIFE)  wd (V378 —V7A)

erfiillt wird.

Losung Teil 4
Essei z=z+1iy = (z,y) € C.

Dann soll gelten:

2

z = (33‘, _y) = (1:2 - yQa 2;Ey) = (zay)Q =z
Es ergeben sich somit zwei Bedingungen an die Zahl z:
(1) 2* -y’ =z

(2) 22y=—y

Fiir y = 0 muss z = 0 oder « = 1 gelten, um beide Gleichungen zu erfiillen.
Ist nun y # 0, so erhélt man

-1 = 2z & r = —1/2.
Durch die erste Gleichung bekommt man dazu y = £,/3/4.
Auch die Probe zeigt, dass die gegebene Gleichung nun gerade fiir

0,0),  (1,0), (—1/2, \/?74) und (—1/2, —\/ﬂ)

erfillt wird.



Kap.1 Komplexe Zahlen

1.5.3 Aufgabe 3

Bestimmt fiir alle n € N Real- und Imaginérteil von
(143" +(1—9)"
Losung
Es gilt
14" +1—-9)"

_ (\/ieirr/4)”+ (\/iefiﬂ/z;)" — 9n/2, (eiﬂn/4_’_67i7rn/4)

= 2"2.(2.cosh(imn/4)) = 2"/**'.cos(mn/4) € R.
1.5.4 Aufgabe 4

Finde alle zweiten und dritten Wurzeln von 3.

L6sung
Es gilt
i = 6%Tri — e%m’ —_ e%m"
Somit folgt
N 1/2 1. s ™ 1 1
Vi o= (e%m) = ei™ = cos— +isin— = — +i—,
4 4 V2 V2

T

B

N 1/2 .
\/’Z = (e%ﬂ—l) / = 6%7” = e
3 .. 3T 1 1
= cos—z+zsm—— =

TRy

Vi = (es™ — es™ — cos%+isin% = \é§+i2,
N 1/3 5 5 5 3 1
Vi = (eg’” = es™ = (:osér—l—isin%r = —\2[—1—1'2,

g
0
|
—/~
@)
[N
3
S,

1/3 3 1 T T
) = e2™ = e 2™ = cos—§+151n—§ = —i.



2  Stetigkeit

Die Beweise zu allen Sétzen in diesem Kaptiel lassen sich ganz analog zur
Differential- und Integralrechnung im reellen fiithren.

2.1 Definitionen und Satze

2.1.1 Definitionen

Eine Menge M C C heifit offen, wenn es zu jedem a € M ein € > 0 gibt,
so dass B:(a) C M gilt.

Eine Menge A C C heifit abgeschlossen, wenn C \ A offen ist.

Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen und die Vereinigung von endlich
vielen offenen Mengen sind wieder offen. Bei abgeschlossenen Menge ist dies
genau umgekehrt.

2.1.2 Definition

Sei M C C offen. Eine Funktion f : M — C heif3t stetig bei a € M, wenn
eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Ve>030>0Vz2zeM: |[z—a|<d = |f(z)— fla)| <e.
(2) Ve>036>0: f(Bs(a)) C B(f(a)).

(3) Zu jeder Umgebung V von f(a) gibt es eine Umgebung U von a mit
f(Uu)cv.

f heifit stetig, wenn f fiir alle a € M bei a stetig ist.

2.1.3 Folgenkriterium

FEine Funktion f: M — C ist stetig bei a € M, wenn zu jeder gegen a kon-
vergenten Folge (a,,) in M auch die Bildfolge f(a,) gegen f(a) konvergiert.

15
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2.1.4 Satz1
Sei M C C offen und sei f: M — C.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist stetig auf M.
(2) Fiir alle offenen Mengen U C C ist auch f~1(U) C C offen.

(3) Fiir alle abgeschlossenen Mengen B C C ist auch f~1(B) C C abge-
schlossen.

2.1.5 Satz 2

Seien M, N C C offen, seien f: M — C und g : N — C stetig auf M bzw.
N und es gelte f(M) C N.

Dann ist auch (g o f) stetig auf M.

Beweis

Sei W C C eine beliebige offene Menge. Dann ist auch

(go )™t = fH(g7'W))

offen, denn g ist stetig und somit ist nach Satz 2.1.4 auch g~—'(W) offen.
Analog gilt dies auch fiir f und somit ist das Urbild jeder offenen Menge
wieder offen, was zeigt, dass auch (g o f) stetig ist. O

2.2 Rechenregeln

2.2.1 Satz1

Sei M C C offen und seien f, g : M — C stetig auf M.

Dann gilt:

(1) (f+g): M — Cmit (f +g)(a) = f(a) + g(a) ist stetig auf M.

(2) (fg): M — Cmit (fg)(a) = f(a)g(a) ist stetig auf M.

(3) (1/f): M — C mit (1/f)(a) = 1/f(a) ist stetig auf M [fiir f(a) # 0].

2.2.2 Beispiele
(1) Die konstante Funktion f(z) = ¢ mit ¢ € C ist stetig auf ganz C.

(2) Die Identitét f(z) = z ist stetig auf ganz C.



Kap.2  Stetigkeit 17

(3) Alle Polynomfunktionen

f(2) = ag+ar1z+ a2’ + ...+ apz"

mit ag, .., an € C sind stetig auf ganz C.

()

mit zwei Polynomfunktionen f und g sind auf ihrem Definitionsbe-
reich, also auf M = {z € C | g(z) # 0}, stetig.

(4) Rationale Funktionen



3 Differenzierbarkeit

3.1 Komplexe Differenzierbarkeit

3.1.1 Definition und Satz
Sei M C C offen, sei a € M und sei f: M — C.

f heifit bei a komplex differenzierbar, wenn eine der Folgenden dquiva-
lenten Aussagen erfiillt ist:

(1) Der Grenzwert

lim f(Z)—f(a) —. f’(a) _ 7(@)

Z—a zZ—Q dz

existiert.

(2) Es gibt eine bei a stetige Funktion ¢ : M — C, so dass fiir alle z € M
gerade

f(z) = fla) +¢(2)(z —a)
gilt.

/'(a) heiBt dann die komplexe Ableitung von f bei a und es gilt
f'(a) = ¢(a).

Beweis

Ist ¢ eine bei a stetige Funktion, so gilt

Z—aQ

p(z) = p(a).

Es folgt dann direkt ¢(a) = f'(a).

Existiert nun der obige Grenzwert, so erhédlt man durch

fE=f(a) g
o) = § g bnoz7e
fl(a) fur z=a

eine bei a stetige Funktion. O

18
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3.1.2 Folgerung
Ist eine Funktion f bei a komplex differenzierbar, so ist f bei a auch stetig.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

3.1.3 Beispiele

(1) Die konstante Funktion f(z) = ¢ mit ¢ € C ist auf ganz C komplex
differenzierbar, denn durch

f(z)—fla) = c—c =0 =10-(z—a)
erhélt man mit ¢(z) = 0 eine bei a stetig Funktion.
Es gilt somit f’(a) = 0 fiir alle a € C.

(2) Die Identitdt f(z) = z ist auf ganz C komplex differenzierbar, denn
durch

flz)=fla) = z—a = 1-(2—a)
erhélt man mit ¢(z) = 1 eine bei a stetig Funktion.

Es gilt somit f'(a) =1 fiir alle a € C.

Es soll nun untersucht werden, ob eine Aussage iiber die komplexe Differen-
zierbarkeit getroffen werden kann, wenn man die komplexe Funktion in zwei
reelle Funktionen unterteilt und die totale Ableitung betrachtet.

3.1.4 Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Sei M c C =R? offen, sei f: M — C und sei a € M.

Sei weiter z = x + iy € M und seien u,v : M — R mit

u(z,y) = Re(f(z+iy)) und  v(z,y) = Im(f(z +iy)).

Dann ist also

Es ist nun dquivalent:
(1) f ist bei a komplex differenzierbar.

(2) f=(u,v)ist bei a reell total differenzierbar und es gilt

ou ov ou ov
oz (a) 87y (a) und 87; (a) " oz (a).
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(3) Die partiellen Ableitungen %(a), g—Z(a), %(a) und g—Z(a) existieren,

sie sind in einer Umgebung von a stetig und es gilt

ou ov ou ov
%(G) = Fy(‘l) und @(G) = —%(a)-

(4) Es gibt eine bei a stetige Funktion ¢ : M — Hom¢(C, C) = C, so dass
fiir alle z € M gerade

gilt.

Die Zusammenhénge zwischen den partiellen Ableitungen aus Punkt (2)
und (3) heiflen die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen.

3.1.5 Beispiel 1
Sei f(z) = |2]? = 22 + 42

Dann ist u(z,y) = 22 + y? und v(z, y) = 0. Weiter gilt

ou ou ov ov
ax(:fc,y) S (z,y) - (r,y) = 0 und 9y (r,y) = 0

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

ou ov ou ov
8756(2) = @(2’) und Fy(z) = _675(2)

werden also nur bei z = 0 erfiillt, somit ist f auch nur bei 0 komplex diffe-
renzierbar.

Man erhélt auch durch
f(z) = f(0) = |z2| -0 =2z—-0 = Z(2—-0)

©(z) = Z eine bei 0 stetig Funktion.

3.1.6 Beispiel 2

Sei f(2) = 2] = /aT + 4.
Dann ist u(x,y) = \/aﬁy2 und v(z,y) = 0.

Weiter erhilt man

Oy = — % Oy = — 4
817 » Y /7w2+y27 8y Y /—(L'Q—i—yQ’
ov ov

a?(asjy) =0 und 8—y(m,y) = 0.

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen kénnen somit fiir kein z € C
erfiillt werden, also ist f auch nirgends komplex differenzierbar.
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3.1.7 Folgerung

Ist f bei a komplex differenzierbar, so gilt fiir die reelle Funktionaldetermi-
nante von f bei a gerade

det(A(a)) = (?;(a)>2+ ((;Z(ao2 = |f'(a)]*.

3.1.8 Polarkoordinaten
Ist eine komplexe Funktion in Polarkoordinaten geben, also
f(z) = f(re*) mit 7 >0und 0 < p < 27,

so ergeben sich folgende Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen fiir
Polarkoordinaten:

3u a'U 8U 8@
TE(T7 SO) - ai(ra 90) und %(’r7 (p) - TE(T7 90)
Beispiel
Siehe Aufgabe 3.4.1 Teil (4).

3.2 Rechenregeln

Die Beweise der folgenden Rechenregeln verlaufen ganz analog zu reellen
Funktionen, wenn man die Methode der Linearisierung verwendet.
3.2.1 Rechenregeln fiir komplexe Differenzierbarkeit
Sei M C C offen und seien f,g: M — C bei a € M komplex differenzierbar.
Dann gilt:
(1) (f+ g) ist bei a komplex differenzierbar und es gilt
(f+9)(a) = f(a)+d(a)

(2) (f-g) ist bei a komplex differenzierbar und es gilt

(f-9)(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).

(3) (1/g) ist bei a komplex differenzierbar [mit g(z) # 0 fiir alle z € M]
und es gilt

1/g)(@) = ~ L9

(4) (f/g) ist bei a komplex differenzierbar [mit g(z) # 0 fiir alle z € M]
und es gilt

(f/9)'(a) =
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3.2.2 Kettenregel

Seien M, N C C offen, sei f : M — C bei a € M komplex differenzierbar, es
gelte f(M) C N und sei g : N — C bei f(a) = b komplex differenzierbar.

Dann ist auch (g o f) bei a komplex differenzierbar und es gilt
(go f)(a) = ¢'(f(a))- f'(a).

3.2.3 Kettenregel’

Sei M C C offen, sei I C R ein Intervall, sei f : M — C bei a € M komplex
differenzierbar, sei ¢ : I — R eine bei ¢t € I differenzierbare Kurve und es
gelte a = /(t).

Dann ist auch (f o ¢) bei t komplex differenzierbar und es gilt
(foe)(t) = fila)-<(t) = F(I®)-(®).

3.24 Satz1
Sei M C C offen und zusammenhéngend und sei f: M — C.
Gilt fiir alle a € M gerade f'(a) = 0, so ist f konstant.

Die Umkehrung dieses Satzes wurde bereits im Beispiel 3.1.3 behandelt.

3.3 Holomorphe Funktionen

3.3.1 Definition

M C C heifit ein Gebiet, wenn M offen und zusammenhéngend ist.

Beispiele
(1) Cist ein Gebiet.
(2) B,(a) fiir r > 0 und a € C ist ein Gebiet.

(3) C)\ (endliche Menge) ist ein Gebiet.

3.3.2 Definition
Sei M C C offen und sei f: M — C.

f heifit holomorph, wenn f fiir alle a € M komplex differenzierbar ist.

Bemerkung

Teilweise wird zusétzlich vorausgesetzt, dass M ein Gebiet ist.
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3.3.3 Die Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion f(z) = e* wird gegeben durch

f:C —- C

z+iy — T = e"cosy+i(e’siny).

Seien also u,v : R> — R mit

u(z,y) = e“cosy und ov(z,y) = e siny.
Dann gilt
0 0 0 0
Gele) = eosy = Sla) wnd Sl(eg) = —e"siny = 5 (@,0).

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen werden also auf ganz R? = C
erfiillt und die partiellen Ableitunge sind alle auf ganz R? stetig, somit ist
f holomorph.

Sei
M ={z=z+iyeC| —m<y<m}

und seien z = z + iy und 2z’ = 2’ + 13/ zwei komplexe Zahlen mit
f(z) = e®cosy+ie’siny = e*’ cos y + ie” sin y = f().

Es gilt also

/ /

/ . . /
e“cosy = e cosy und e“siny = e¥ siny'.

Da €% stets > 0 ist und da gerade sin (y+ %) = cos(y) gilt, muss also
y =y + 2km mit k € Z gelten. Fiir —7 < y < 7 folgt also y = ¢/. Dies zeigt,
dass f auf M injektiv ist.

Das Bild f(M) = N ist gerade
N = C\{z=2+iyeC|y=0,z <0}

Dies erhélt man, indem man ein z fest wihlt und somit fiir jeden beliebigen
Radius e® > 0 einen Kreis erhélt, der nicht ganz geschlossen ist.
Die Funktion
g:-N — M
z +— log|z| +i argz.
ist die Umkehrfunktion von f, dabei ist —7m < argz < w. Die Umkehrfunk-

tion g ist nicht auf ganz C definiert, das die partiellen Ableitungen von g
sonst genau auf der Menge C \ N nicht stetig wéren.
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3.4 Aufgaben
3.4.1 Aufgabe 1

Priife, ob die folgenden Funktionen holomorph sind.

(1) filz+iy) = 23 —32y® +i(32%y — y3) mit z =z + iy € C.
. . 2 .

(2) folz+iy) = % —szyTyg mit z # 0.

(3) fa(x+iy) = log\/m+i arctan% mit x > 0.

(8) fi(z+iy) = /re®/? mit r >0, -7 < ¢ < 7.

Losung Teil 1

Es ist
filx +iy) = 3 — 3zy? + i(3:n2y — y?’).

Seien also u,v : R> — R mit

u(z,y) = z° —3zy®> und  w(z,y) = 322y —¢°.

Dann gilt

ou

5@y = 3¢t =3y
ou

afy(x,y) = —6uwy,
;Z(w,y) = 6y,

ov

a—y(x,y) = 3:1:2—3y2.

Alle partiellen Ableitungen sind auf ganz C stetig und die Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen werden fiir alle x4y aus der offenen Definitionsmen-
ge erfiillt. Somit ist f; holomorph.

Losung Teil 2

Es ist
22 2

242 2

fo(z +iy) =

Seien also u,v : R? \ {0} — R mit

2 2

z Y
u(z,y) = Wyg und  v(z,y) = _xg_l_yg'
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Dann gilt

ou 2z(z? + y?) — 223
7(‘,1}7:[/) = D) 2\2 )
ox (2% 4+ y?)
TR p—

oy Y T @
Py = 2
oY T (22 4 y2)?’

v 2y* — 2y(2* + ¢?)
7(I,y) = 2 212

dy (=% +y?)

Alle partiellen Ableitungen sind auf ihrem Definitionsbereich stetig, die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen werden aber nicht erfiillt. Somit
ist fs auch nicht holomorph.

Losung Teil 3

Es ist
f3(x +1iy) = log+/x2 + y? + i arctan Ly
x

Seien also u,v : R? \ {0} — R mit

u(z,y) = logv/z?24+y? und v(x,y) = arctan 2.

x
Dann gilt

E)u( ) 1 1 5 x
5 \Z, - . L = o/,
oz Y V2t 222+ y? 22+ 12
au( ) 1 1 5 y
N l‘,y — . . y = -,
dy Vo2 +y2 222 + 2 x?2 492
v 1 Yy
(ry) = Ty = - s,
ox 1+ 4 z? + y?
ov 1 1 x
67( ’y) — 1+L§ - T = 71'24—:/42.

Alle partiellen Ableitungen sind auf der offenen Definitionsmenge stetig und
auch die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen werden erfiillt. Somit ist
f3 holomorph.

L6sung Teil 4

Es ist '
faw +iy) = Vre®l?.
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Seien also u,v : R? \ {0} — R mit
u(,y) = Vrcos(p/2) wnd  v(z,y) = Vrsin(e/2).

Dann gilt

gy = r-2\1/;cos(g0/2) = JVircos(p/2),
gZ(r,go) = —% rsin(yp/2),
ng(m") = r-\}isin(go/Q) = %\/Fsin(cp/2)7
21 = Samiorn.

Alle partiellen Ableitungen sind auf der offenen Definitionsmenge stetig und
auch die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen fiir Polarkoordinaten wer-
den erfiillt. Somit ist f; holomorph.

3.4.2 Aufgabe 2

Sei M C C offen und sei f = u + v eine holomorphe Funktion mit zwei
rellen Funktionen u,v : M — R, die zweimal stetig differenzierbar sind.

Zeige, dass dann gerade Au = Av = 0 gilt. Dabei ist A der Laplaceoperator

0? 0?
Losung
Da f holomorph ist, gilt
ou v ou v
%(l’vy) - %(x’y) und @(«I,y) - 7%(I‘7y)
Es folgt dann auch
ou ov ou ov

Da u und v gerade zweimal stetig differenzierbar sind, lésst sich der Satz
von H.A.Schwarz anwenden, es gilt also a%y (x,y) = %(x, y). Somit erhilt
man zusammen

D ay) = 2 (ay)
ooz Y T OyOy Y
und es folgt wie behauptet
ou ou 0%u  0%*u
dwor OV ¥ eV = G tgp = Av =0

Die Gleichung Av = 0 folgt analog.
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3.4.3 Aufgabe 3

Finde reelle Zahlen a, b, so dass

u(z +iy) = az® — 122%y — 9zy® + by
der Realteil einer holomorphen Funktion auf C ist.
LGsung

Sei also f :u+iv:C — C.
Da die gesuchte Funktion f holomorph sein soll und da

0 0
—u(z, y) = 3az’?—24zy—9y*>  und —u(:n, y) = —122% —18zy+3by?
ox dy
gilt, folgt nach den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gerade

0

8—Z(x, y) = 1222+ 18zy — 3by?,

0

8—U(x, y) = 3ax® — 24xy — 9>

Yy

Es gilt

/ 1227 4+ 18zy — 3by* dz = 43 + 9z2y — 3bay® + g(y),
/3&:1:2 —2zy — 9y dy = 3az’y — 122y — 3y° + h(z).
Es soll also gerade

423 + 9x2y — 3ba:y2 +9(y) = h(z)+ 3(11‘2y - 123392 - 393

gelten, dabei ist g eine Funktion, die nur von y abhéngt, und h ist Funktion,
die nur von x abhéngt. Es folgt somit

a =3 und b = 4.
Der Imaginérteil der holomorphen Funktion f ist also
v(x +iy) = 42+ 92y® — 1229° — 33 + ¢

mit ¢ € R.

3.4.4 Aufgabe 4

Beweise oder widerlege:

Ist f: C — C holomorph, so gibt es fiir alle z1, z0 € C ein £ € C mit
f(z1) = f(z2) = f(§) (21— 2).
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Losung

Diese Version des Mittelwertsatzes gilt nicht, es ist also ein Gegenbeispiel
zu finden.

Sei .
flz) = e¥ und z1 =0, z9 = 2m.

Dann gilt
f(z1) = f(z2) = f(0)—f(2m) = 1-1 = 0.

Es ist f/(z) = ie* und es gilt somit
&) (21— 2z0) = —2mie®.

Da fiir alle & € C gerade e’ # 0 gilt, wurde ein Gegenbeispiel gefunden.



4 Potenzreihen

Lésst sich eine komplexe Funktion als Potenzreihe darstellen, so erzielt man
sehr viel schonere Eigenschaften als in der reellen Analysis.

4.1 Definition und Konvergenzradius

4.1.1 Definition

Sei (ap)nen eine komplexe Folge, sei b € C und sei f : C — C eine Funktion.

fz) = ) an(z—b)"
n=0

heifit dann die Potenzreihe von f mit dem Mittelpunkt b. Sei nun

n=0

A = {z eC ) Zan(z —b)" ist konvergent}

und sei b € A. Dann gilt f(b) = ap.

Es soll untersucht werden, wie die Menge A jeweils aussieht.

4.1.2 Definition
Sei M C C beliebig und sei f,, : M — C eine Folge von Funktionen.

(fn) konvergiert gleichmdéfig gegen f : M — C, wenn eine der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Ve>03INeNVn>N: sup{|fu(z) — f(2)| | z€ M} <e.
(2) Ve>03dINeNVn>NVzeM: |fu(z)— f(2)| <e.
(3) Ve>03NeN: [[fu— fllar mit [|fl[ar = sup{[f(2)] | z € M}.

413 Satz1

Sei M C C beliebig und sei f, : M — C eine Folge von Funktionen, die alle
beia € M stetig sind. Weiter konvergiere ( f,,) gleichméfig gegen f : M — C.

Dann ist auch f stetig bei a.

29
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4.1.4 Satz 2

Sei K C C kompakt und sei f,, : K — C eine Folge von Funktionen.

Sei weiter |f,(2)| < ay, fiir alle z € K mit a, € R.

o0
Konvergiert nun die Reihe > a,, dann konvergiert

n=1
> Jal@)
n=1

sogar gleichméfig auf K.

4.1.5 Lemma von Abel

Sei (an)n>0 eine Folge in C, sei 0 < r < 7o, sei (ap7{)n>0 beschrinkt und
sei b € C beliebig.

Dann konvergiert
o0
Z an(z —0)"
n=0

gleichméBig und absolut auf B, (b).

4.1.6 Satz 3

Sei (an)n>0 eine Folge in C und sei b € C beliebig.

Dann gibt es genau ein 0 < r < oo fiir das gilt:
o
lz—bl<r = Z an(z —b)"  ist konvergent

n=0
oo

z—0b>r = Z an(z —b)"  ist nicht konvergent
n=0

Dieses r ist also eindeutig bestimmt und heifit der Konvergenzradius der

Potenzreihe
o0
Z an(z —b)".
n=0

4.1.7 Folgerung
Die Funktion
f:By(b) — C

z = ian(z—b)”
n=0

ist stetig auf ganz B, (b).
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4.1.8 Beispiele

o0
(1) BEsgilt ) 2" = L.

n=0
Notwendigerweise gilt » > 1. Da aber (1-1™) beschrinkt ist, folgt nach
dem Lemma von Abel r = 1.

oo
(2) Fiir exp(z) = > 12" gilt r = oo.
n=0

o0
(3) Fiir Y nlz" gilt r =0.

n=0
o0

(4) Fir 3° 127 gilt r=1.
n=0

Fiir z =1 ist die Reihe divergent, fiir z = —1 jedoch konvergent. Dies
zeigt, dass man im Allgemeinen keine Aussage iiber die Konvergenz
fiir z € C mit |z — b| = r treffen kann.

o0
(5) Fir > #Z" gilt r = 1.

n=0

Diese Reihe ist jedoch auch fiir alle |z| = 1 konvergent.

419 Satz 4

Die beiden Potenzreihen
[o.¢] o
Z an(z —b)" und Z nan(z — b)" !
n=0 n=1

haben den gleichen Konvergenzradius.

4.2 Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatz

Die folgenden Sétze lassen sich aus dem Cauchyschen Integralsatz 7.1.5 fiir
Kreisscheiben folgern. Zur Vollsténdigkeit wurden sie jedoch hier und nicht
erst spéter aufgefiihrt.

4,21 Satz1

o0

Sei f(z) = > an(z — b)" eine Potenzreihe der Funktion f(z) mit einem
n=0

Konvergenzradius von r > 0.

Dann ist f holomorph auf B, (b) und es gilt

f'(z) = Znan(z—b)"_l.
n=1
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4.2.2 Folgerung 1

Sei f(z) = > an(z — b)"™ eine Potenzreihe der Funktion f(z).

n=0
Hat die Potenzreihe zu f(z) den Konvergenzradius r = oo, so ist f auf ganz
C holomorph.

4.2.3 Beispiel

Die Exponentialfunktion f(z) = e* = exp(z) lisst sich durch die Potenzreihe

darstellen und hat den Konvergenzradius r = oo.

Somit ist die Exponentialfunktion holomorph und es gilt

f'(z) = exp(z) = Zﬁz 1 = Zﬁz = exp(z2).
n=1 n=0
4.2.4 Folgerung 2
Sei f(z) = > an(z — b)" eine Potenzreihe der Funktion f(z) mit einem

n=0
Konvergenzradius von r > 0.

Dann ist f auf B, (b) unendlich oft komplex differenzierbar und es gilt

F™ o) = nlay,.

4.2.5 Beispiel
Es sei
o 1
o _1\n+1 -~ _1\n
lo(z) = ng_l( 1) n(z 1)

Dann hat die Potenzreihe von lo(z) einen Konvergenzradius von r = 1. Somit
ist lo(z) auf Bj(1) holomorph und es gilt nach der geometrischen Reihe

() = D=1 = Y- = gy = 2
n=0 n=0

Aus (expolo)’(z) = 0 und (expolo)(1) = 1 erhilt man (expolo) = idp, ().

Demnach erinnert lo stark an den Logarithmus, sollte aber als diesen nicht
angesehen werden.
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4.3 Aufgaben
4.3.1 Aufgabe 1

Berechne den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:
o0 o o0
2", n! , (nh)? ,
SV DD B B R C D B i
n=1 n=1 n=1
o 1 n2
(4) Y (1 + > 2"
n=1 n
LGsung

o0
Zu einer gegebenen Potenzreihe Y a,(z — b)™ berechnet sich der Konver-

n=0
genzradius r durch
1 I (7%
r=——— = lim |[—|,
B e L
falls die Grenzwerte existieren.
Teil 1
Es gilt
1 v n2 n—oo 1
r = = — =
n2
Teil 2
Es gilt
I 1)ntt 1" 1\N"
n" - (n+1)! nr n
Teil 3
Es gilt
r = g e 4.
@2n)l-(n+1)-n!'-(n+1) -n! n+1
Teil 4
Es gilt
1 1 n—oo 1 —1
r = = BN — - = €
. (1+7) €
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4.3.2 Aufgabe 2

Berechne die Potenzreihe der Funktion f : C* — C mit f(z) = 2 um ein
be C~.

Losung 1
Es gilt
flz) = =t fo) = (=1°-00-07,
fz) = =27 f0) = (-1,
f'(z) = 2273 f'(b) = (=1)*-21- b7,
9 = -6 FOE) = (=137,
f@(2) 24275 f@(b) (=1)*- 41575,
Somit folgt
k
f2) = > SO0 + Re(z)
n=0
k
= D (D" " (z=b)" + Repa(2)
n=0
kﬂ)o i(_l)nb—(n—kl)(z_b)n
n=0

Losung 2

Nach der geometrischen Reihe gilt gerade

I (b—2\" . _(n n
b—z) = bz< b > - Zb ( H)(b_z) -
b n=0 n=0

=

1 1

2 b—(b—2z) 1-—

e N O



5 Kurvenintegrale

5.1 Kurven

Die folgenden Definitionen beziehen sich alle auf Kurven in C. Diese Defi-
nitionen werden alle bei der Integration entlang Kurven vorausgesetzt und
benétigt.

Die beiden Beispiele Kreis und Rechteck sollen jeweils die Definitionen ver-
deutlichen und werden immer wieder aufgegriffen.

5.1.1 Definition
Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.

Fine Abbildung
c:I1—-C

heifit eine Kurve in C.

c heiBt stetig |differenzierbar, stetig differenzierbar, ...] wenn
Rec,Imc: 1 — R

stetige [differenzierbare, stetig differenzierbare, ...] Funktionen sind.

5.1.2 Definition

Sei I C R ein Intervall und sei ¢: I — C eine Kurve.

Das Bild

heifit die Spur der Kurve c.

Bemerkung

Sind die Spuren von zwei Kurven ¢ und d gleich, so miissen ¢ und d aber
nicht gleich sein.

35
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5.1.3 Definition
Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei ¢ : I — C eine Kurve.
Dann heifit

AP(c) = c(a) bzw. EP(c) := ¢(b)
der Anfangspunkte bzw. der Endpunkt der Kurve c.
c heifit geschlossen, wenn AP(c) = EP(c) gilt.

5.1.4 Definition

Seien I,J C R zwei Intervalle und seien ¢ : I — C und d : J — C zwei
Kurven in C.

c und d heilen stark dquivalent, wenn es eine stetig differenzierbare bi-
jektive Funktion
p:J—=1

gibt, fiir die ¢'(t) > 0 fiir alle t € J sowie co ¢ = d gilt.

Sind ¢ und d stark dquivalente Kurven, so schreibt man dafiir auch ¢ =~ d.

5.1.5 Definition

Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei ¢ : I — C eine Kurve.

c heif}t stiickweise stetig differenzierbare Kurve, wenn es
a=a) < a1 < a2 <...< a, =0

gibt, so dass die Kurven
C’[ai—hai}

fiir alle ¢ = 1,..,n stetig differenzierbar sind.

Eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve ist also immer stetig.

5.1.6 Beispiel Kreis
Sei b € C und sei r > 0.
Dann beschreibt
c=(0By(b):]0,2n] — C
t +— re"+b = (rcost)+i(rsint) +b

eine Kurve in C, nédmlich einen Kreis vom Radius r um den Punkte b. Es
gilt
Sp(0B,(b)) = {z€C||z—b|=1}.

(0B (b)) ist sogar eine unendlich oft stetig differenzierbare Kurve.
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A
Im
dr — <
A 4
y 3
chH— — >
| L »
a b Re

Abbildung 2: Kreis- und Rechteckkurven

5.1.7 Beispiel Rechteck
Sei R = [a,b] +i]c,b] C C mit a < b und ¢ < d.
Dann beschreibt
=(0R):[0,4] — C
a+tb—a)+ic fir 0<t<1
b+z(c+(t—1)( ¢)) fir 1<t<2

+(t—2)(a—b)+id fir 2<t<3
a+l(d (t—3)(c—d) fir 3<t<4

eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in C, ndmlich genau ein Recht-
eck.

5.1.8 Definition

Seien I = [a,b],J = [d@/,V'] C R zwei Intervalle und seien
c¢:la,b] = C und d:[d,b] — C

zwel stiickweise stetig differenzierbare Kurven in C.

Weiter sei eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(1) EP(c)=AP(d).

(2) b=4d'.

Dann ist (d - ¢) das Produkt von ¢ und d und wird definiert durch

. c(t) fir a<t<b
(d-e)(t) = {d(t) fir o <t<b
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5.1.9 Definition
Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei ¢ : [a,b] — C eine Kurve in C.

Dann ist ¢~ das Inwverse von ¢ und wird definiert durch

cti[-b—a] — C
t — c(-t).

5.1.10 Beispiel Kreis

Es gilt A
(0B, (D)™ (t) = b+re ™

Eine Kurve ¢~! durchliuft also die Kurve c in der entgegengesetzten Rich-
tung.

5.1.11 Rechenregel fiir Kurven 1
Seien ¢ und d zwei Kurven in C.

Dann gilt:
(1) Ist (d-c) definiert, dann gilt Sp(d - ¢) = Sp(d) U Sp(c).
(2) Sp(c™!) = Sp(o).

5.2 Integration entlang Kurven

5.2.1 Definition

Sei I = [a,b] C R ein Intervall, sei f : I — C eine Funktion und seien weiter
u=Ref,o=Imf:I—R.

Dann sind auch v und v stetig und es gilt

/abf(t)dt = /abu(t)dt + i/abv(t)dt.

5.2.2 Rechenregeln

Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei
C(I) = {f:1—C| f ist stetig}

der Raum aller stetigen Funktionen von I nach C.

Dann gilt:
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(1) Die Abbildung

ist C-linear.

(2) Sei f € C(I) stetig differenzierbar.
Dann gilt

/bf’(t)dt = /bu’(t)dt+z’/bv’(t)dt
= (u(d) —u(a)) +i(v(b) —v(a)) = f(b) = f(a)

(3) Seip:[d,b] — I stetig differenzierbar mit ¢(a’) = a und ¢(b') = b.
Dann gilt

4 b
[ (Goore)@ds = [ sod mit ¢ = (),

/

5.2.3 Satz 1
Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei f € C(I).

b b
/f(t)dt’ < /If(t)\dt.
5.2.4 Definition

Sei M C C offen, sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei ¢ : I — M eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve in M.

Dann gilt

Sei weiter f: M — C stetig.
Dann gilt

b n a;
/f(z)dz = / fle(t)-d(t)dt = Z fle(t)) - (t)de.

i=1 7 i-1

Bemerkung

| f(2)dz ist unabhingig von der Zerlegung a = ag < .. < a, = b.
C
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5.2.5 Rechenregeln
Sei M C C offen und sei
C(M) = {f: M — C| f ist stetig}

der Raum aller stetigen Funktionen von M nach C. Sei weiter ¢ wie in der
Definition zuvor.

Dann gilt:
(1) Die Abbildung
/ dt:c(M) — C
fo= [ f(z)dz

c

ist C-linear.

(2) Ist c~d [also ¢ stark dquivalent d], so gilt

d = d
/Cf(Z) z /df(Z) z
5.2.6 Beispiel Kreis

Sei c(t) = (0B1(0))(t) = € mit t € [0, 27].
Sei weiter M = C\ {0} und sei

1
f:M—C mit f(z) = pt
Dann gilt
/f(z) dz = / '(t)dt
= / et dt
= / 1dt = 2mi.
5.2.7 Definition
Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei ¢ : I — C eine stiickweise stetig

differenzierbare Kurve.

Die Lédnge von c ist dann

= /ab\c’(t)|dt = Z/

)| dt.
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5.2.8 Beispiel Kreis
Sei c(t) = (0B (b))(t) = re!* +bmit » >0, b€ C und t € [0, 27].
Dann gilt

27 27 ) 21
L(c) = / | (t)|dt = / rie’| dt = / rdt = 2mr.
0 0 0

5.2.9 Beispiel Strecke
Sei ¢(t) = a + t(b— a) mit a,b € C und ¢ € [0,1].
Dann gilt

1 1
L(c) = /0 I (t)|dt = /0 |b—aldt = |b—al.

5.2.10 Satz 2
Seien c¢,d : I — C zwei Kurven.

Gilt ¢ = d, so folgt L(c) = L(d).

5.2.11 Rechenregel fiir Kurven 2
Seien ¢ und d zwei Kurven in C und sei f : M — C stetig.

Dann gilt:

(1) L(d-¢) = L(d) + L(c).
(2) L(ct) = L(c).

(3) Es gilt

/61f(z)dz - —/Cf(z)dz.

(4) Ist (d-c) definiert, dann gilt

/(d.c)f(z)dz = /cf(z)dZJr/df(Z)dz‘

5.2.12 Satz 3

Sei M C C offen, sei f: M — C stetig, sei c eine stiickweise stetig differen-
zierbare Kurve in M und sei k = sup{|f(2)| | 2 € Sp(c)} < oc.

/Cf(z) dz

Dann gilt
< k-L(c).
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5.2.13 Folgerung

Sei M C C offen, sei f, : M — C fiir alle n € N stetig, sei ¢ eine stiick-
weise stetig differenzierbare Kurve in M und auf Sp(c) konvergiere (fy)
gleichméfig gegen f : Sp(c) — C.

Dann gilt
/f(z) dz = lim [ fu(2)dz.

—
n—oo c

5.2.14 Satz 4
Sei M C C ein Gebiet und seien a,b € M beliebig.

Dann gibt es eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve ¢ in M mit

AP(c) = a und EP(c) = b.

5.3 Stammfunktionen

5.3.1 Satz 1

Sei M C C offen, seien f,F : M — C stetig, sei ¢ eine stiickweise stetig
differenzierbare Kurve in M und es gelte F' = f.

Dann gilt
[#&)dz = FEP(©) = FAP() = F(clb) - Ple(a))

Beweis

Es gilt gerade nach dem Hauptsatz der Analysis
b
/f(z) de = / (Foo)t) ¢(t)dt
b
_ / (Foc)(t)dt = (Foc)(b)— (Foc)a).

5.3.2 Folgerung

Sei M C C offen, sei f : M — C stetig und es gebe eine Stammfunktion
F:M — Cvon f.

Ist ¢ eine geschlossene Kurve in M, so folgt

/Cf(z) dz = 0.
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5.3.3 Beispiel Kreis

Sei c(t) = (0B1(0))(t) = € mit t € [0,27] und sei f : C\ {0} — C mit
flz)= 1.
Dann gilt nach 5.2.6

/f(z) dz = 2mi.
c
Da ¢ aber geschlossen ist, kann es also keine Funktion F': C\ {0} — C mit

F'(z) = f(2) = 1 geben.

5.3.4 Beispiel Polynome

Sei f: C — C ein Polynom und sei ¢ eine stiickweise stetig differenzierbare
geschlossene Kurve.

Dann gilt

[fwdzzo,

da es zu jedem Polynom auch eine Funktion F' : C — C mit F'(z) = f(2)
gibt.

5.4 Aufgaben
5.4.1 Aufgabe 1
Integriere die Funktionen

(1) f(z) =[] und  (2) f(2) = €

iiber den Kurven ¢ und d. Dabei ist ¢ das Produkt der Strecken von 0 nach
7 und von 7 nach 1 + ¢ und d die direkte Strecke von 0 nach 1 + 3.

Losung

Zunéchst miissen die Kurven parametrisiert werden:

ti fir 0<t<1
(t—1)+i fir 1<t<2

dt) = t+it fir 0<¢<1.

Teil 1
Es gilt f(z) = f(x +iy) = e*. Somit folgt

1 2
/WNZzAmeﬂ®&+Kﬂw»ﬂmﬁ
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1 2
= /‘Li&—%/1él-1& = i+e—1,
0 1

1
[r@a = [ raw)-aoa
d 0
1

44

_ /et-(1+i)dt C Ati)e—1) = (e—1)+i(e—1).

0

Teil 2

Fiir die Funktion F(z) = e® gilt F'(z) = f(z) = €*, somit hat f(z) eine

Stammfunktion und es folgt sofort
/ f()ds = /d f(z)dz = F(EP(d)) - F(AP(d))
F(

14+4) = F(0) = '™ —1.

5.4.2 Aufgabe 2

Berechen fiir alle m,n € Z und alle r > 0

/ 2"z dz.
9B,(0)

L6sung

Es gilt
27.(- . . .
/ Mz = / (ref')™ - (re~)™ . ric™ dt
9B, (0) 0
2
_ i(rn+m+1)/ ei(n—m—i—l)tdt.
0

Sei nun n — m + 1 # 0, dann folgt
1 21

My = g(pntmtl I: ei(nm+1)ti|
/BBT(O) ( ) i(n—m+1) 0

Gilt n — m+ 1 =0, dann folgt

21
/ 2"Z"dz = i(r"+m+1)/ 1dt = 2mir?(th),
dB,(0) 0
5.4.3 Aufgabe 3
Fiir welche a,b € C hat
1
1) = az+b

eine Stammfunktion?
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Losung

Die Funktion f(z) ist auf M = {z € C | az + b # 0} definiert und hat
genau dann eine Stammfunktion, wenn fiir jede geschlossene Kurve ¢ gerade

[ f(z)dz = 0 gilt.

(1) Seia=0und b #0.

Dann ist f(z) = 1/b eine konstante Funktion und mit

F(z) = 77
gibt es eine Stammfunktion von f(z).
(2) Seia#0und b #0.
Dann gilt
1 1 1

f(z) = az+b a z+bja’

Fiir die Kurve 9By (b/a) gilt dann

1
/ f(z)dz = =2 # 0,
8By (b/a) a

somit kann f(z) keine Stammfunktion haben.

5.4.4 Aufgabe 4

Die Kurven ¢ und d seien wie in der folgenden Abbildung:

i i
c d
0 1

Abbildung 3: Integrationskurven ¢ und d

Berechne fiir f(z) = 2" fur alle n € N die Integrale

/C f(z)dz  und /d F(z)dz.
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Losung

Die Funktion f(z) = 2" hat fiir alle n € N eine Stammfunktion und die
beiden Kurven ¢ und d haben den gleichen Anfangspunkt 1 und gleichen
Endpunkt 4, somit gilt zunéchst

/c f(x)dz = /d () dz.

Es folgt nun fiir die Kurve ¢

w/2 ] /2
/f(z) dz = / e et dt = / ie! Dt gt
c 0 0

/2
— |:1ei(n+1)t:| _ 1 (ei(n+1)7r/2 B 1)
— 1 n+1
 on+1 (Z 1) ’

und auch fiir d erhdlt man das gleiche Ergebnis:
1 1
/f(z)dz = — [ fle)dz+ | f(r)dz = —/ t”dt—i—i/ (at)"™
d d1 da 0 0

1 41 1 L
= - — = — -1).
<n+1>+l <n+1> n—i—l(l )




6 Ketten

6.1 Ketten

6.1.1 Definition

Sei M C C offen und sei C'(M) die Menge aller stiickweise stetig differen-
zierbare Kurven in M.

Eine Kette oder 1-Kette ist eine Abbildung
r-c(M) — z,

die nur endlich vielen stiickweise stetig differenzierbare Kurven aus C'(M)
eine ganze Zahl zuordnet.

Formale Schreibweise:

I = Z TeC mit fast allen n. = 0.
ceC(M)

Dabei heifit n. € Z das Gewicht der Kurve c.

Abbildung 4: Eine Kette in M
Man addiert Ketten koeffizientenweise, also ist die Summe von
I'n = 2¢1 — co + beg und Ty = co—2c3+4cy

gerade
I'i+T9 = 2¢1 4 3c3 + 4cy.

Die Menge aller Ketten wird in M mit C;(M) bezeichnet.

47
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Bemerkung

Ketten sind also Elemente der freien abelschen Gruppe, die von den Kurven
c € C(M) erzeugt wird.

6.1.2 Die Spur einer Kette
Sei M C C offen und sei I' = > n.c € C1(M) eine Kette in M.

Die Spur von T ist dann die Vereinigung der Spuren ¢ mit n. # 0, also

Sp(I) = USp(c) ccC mit n. #0

6.1.3 Definition
Sei M C C offen.
FEine 0-Kette ist eine Abbildung

AM — Z,

die nur endlich vielen Punkten aus M eine ganze Zahl zuordnet.

Formale Schreibweise:

A = Z N2 mit fast allen n, = 0.
zeM

Die Menge aller 0-Ketten in M wird mit Cy(M) bezeichnet.

6.1.4 Der Rand einer Kette

Der Rand Oc einer stiickweise stetig differenzierbaren Kurve ¢ in M ist
de = 1-[EP(c)] = 1-[AP(0)] = [e(®)] = [e(a)] € Co(M).

Sei nun I' = >~ n.c € C1(M) eine Kette in M.

Dann wird der Rand 9I' gegeben durch die lineare Abbildung

8:Ci (M) — Co(M)

I — chﬁc



Kap.6 Ketten 49

1.
0,
5 -le

Abbildung 5: Rand der Kette aus der vorherigen Abbildung

6.1.5 Definition
Eine Kette I" heifit geschlossen, wenn JOI' = 0 gilt.

Abbildung 6: Eine geschlossene Kette

Geschlossene Ketten bilden den Kern der Rand 9 Abbildung.

6.1.6 Integration iiber Ketten

Sei M C C offen, sei f: M — C und sei I' = ) n.c € C1(M) eine Kette in
&

M.

Dann gilt

/Ff(z)dz = zcjnc-/cf(z)dz.

6.1.7 Rechenregeln

Bei der Integration iiber Ketten gelten die {iblichen Rechenregeln:

(1) Sei f: M — C stetig und seien I'y und I's zwei Ketten in M.
Dann gilt

/ f(z)dz = f()dz+ [ f(2)d=.
INER T Ty

(2) Sei f: M — C stetig, sei I' = > n.c € C1(M) eine Kette in M und sei
k= sup{[f(2)] | = € Sp(I')}.
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/F £(2)dz

Dann gilt

< kY |nelL(e).

6.1.8 Satz 1

Sei M C C offen, sei f: M — C stetig, sei F' eine Stammfunktion von f
und sei I' € C1 (M) eine Kette in M.

Dann gilt

/f(z)dz = F(ar).
r

Dabei ist F(OI') = 3 n.F(z) € C.

6.1.9 Satz 2
Sei M C C ein Gebiet und sei f: M — C stetig.

Dann besitzt f genau dann eine Stammfunktion, wenn fiir alle geschlossenen

Ketten I' € C1 (M)
/f(z) dz = 0
r

gilt.

6.2 Aquivalenzklassen von Ketten

6.2.1 Definition
Sei M eine beliebige nicht leere Menge.

Eine Aquivalenzrelation R ist eine Relation auf M, so dass fiir jede
Aquivalenzklasse A C M x M gilt:

(1) Fiir alle a € M gilt aRa € A
(2) Fiir alle aRb € A folgt bRa € A
(3) Fiir alle aRb € A und fiir alle bRc € A folgt aRc € A

6.2.2 Beispiel
Sei M = Z die Menger der ganzen Zahlen. Dann definiert

aRb < a und b haben den selben Rest bei Division durch 5

eine Aquivalenzrelation.
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6.2.3 Aquivalenzklassen von Ketten
Sei C1(M) die Menge aller Ketten auf einer offenen Menge M.
Es wird nun folgende Aquivalenzrelation R auf Cy(M) definiert:

Es gilt I'1 RT'9, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) I'; und I's sind stiickweise stetig differenzierbare Kurven in M und es
gﬂt Fl ~ FQ.

(2) Es gibt eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve ¢ in M, so dass
' = —cund I'y = ¢! gilt.

(3) Es gibt zwei stiickweise stetig differenzierbare Kurven ¢ und d in M,
sodass 't =d-cund I'y = ¢+ d = 1[c] + 1[d] gilt.

Sind nun I'y und Ty nach dieser Relation in einer Aquivalenzklasse, so
schreibt man statt I'y RI'y auch

I'y ~ T

Bemerkung

Diese Relation ist sogar kompatibel mit ”+”, dass heifit aus I'y ~ I'y und
I} ~ T, folgt

Iy +F’1 ~ F2+F,2.
6.2.4 Beispiel Rechteck

Es seien folgende zwei Rechtecke gegeben:

ca ds

£ )
Cl di

7

c3 d3

2 d>»

Abbildung 7: Rechteckkurven
Es ist also gerade
ORy ~ c14+co+ces+ey und ORy ~ dy+do+ds+dy.
Weiter gilt

c3(t) = e+t(f—e) und di(t) = f+tle—f),



Kap.6 Ketten

es folgt also dy ~ cgl und c3 + dy ~ 0.

Zusammen ergibt sich nun

OR1+0Ry ~ c1+ceo+cg+do+ds+dy+c3+dy

~ c1t+catcg+do+ds+dy ~ 8(R1UR2).

6.2.5 Beispiel Kreis
Es sind folgende zwei Halbkreise gegeben:

C1

dII

1

Abbildung 8: Halbkreiskurven
Es ist also dy = 02_1 und ds + c2 ~ 0.

Es ergibt sich somit

ci+ceo+di+dy ~ ¢ +di ~ 831(0).

6.2.6 Satz 1
Seien I'1,I'y € Cl(M) mit I'y ~ I's.
Dann gilt o'y = 9l's.

6.2.7 Satz 2
Seien I'1, T’y € C1(M) mit I'y ~ 'y und es sei f: M — C stetig.

Dann gilt
fz)dz = f(z)dz.
Fl 1—‘2

6.3 Aufgaben
6.3.1 Aufgabe 1

Berechne das Integral

/(21 + 2%) dz,
r

52
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wobei I' eine Kette ist, die durch
I' = 0B1(0) 4+ 20B:(3) + 40R
gegeben wird. Dabei ist R = [—2,2] 4 i[1, 2].

L6sung

Alle Kurven, aus denen I' zusammengesetzt ist, sind geschlossen, demnach
ist auch I' geschlossen.

Abbildung 9: Die Kette I'

3 eine Stammfunktion gibt, folgt zunsichst

1 1
/(zl—i-z?’)dz = /dz+/z3dz = /dz.
r r= r r=

Auf der Menge M = C \ {0} ist z — 27! holomorph und es gilt R C M
sowie B1(3) C M. Somit folgt

1 1 1
/(z_1+z3)dz = / dz+2-/ dz+4-/ —dz
r dB1(0) # dB1(3) # AR

= 2m+2-04+4-0 = 2mi.

Da es zu z



7 Cauchyscher Integralsatz

7.1 Cauchyscher Integralsatz fiir Kreisscheiben

7.1.1 Lemma von Goursat
Sei M C C offen, sei f: M — C holomorph und sei R C M ein Rechteck.
Dann gilt

Beweisskizze
Sei L die Lénge von OR und sei D der Durchmesser von R. Unterteilt man
nun R symmetrisch in vier kleine Rechtecke Ry, .., R4, so erhélt man

4

D>

=1

(2)dz f(z)dz

OR1

f(z)dz

OR;

< 4

f
OR
Unterteilt man ein kleines Rechteck immer wieder, so erhélt man eine Folge
(Rg) von Rechtecken mit

1 1
L(ORy) = Q—kL und D(R,) = Q—kD.

Somit gibt es ein a € C mit

(e.0)
a € m Rk.
k=0

Da f bei a differenzierbar also auch stetig ist, folgt aus f(z) — f(a) =
/'(a)(z—a) und aus der Definition von Stetigkeit mit einer Wahl von N € N
mit D(R,) < ¢ die Abschitzung

1

471

1
< —DLs — 0.
4n

(z)dz

f
OR
Bemerkung

Statt mit Rechtecken kann man das Lemma von Goursat und auch den
Beweis mit Dreiecken formulieren.

54
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7.1.2 Lemma
Sei K C C kompakt und sei f : K — C stetig.

Dann ist f gleichméBig stetig auf K, es gilt also
Ve>030>0V2z,weK: [z—w|<d = |f(z) = fw)| <e.

Bemerkung
Dieser Satz ldsst sich wie in der mehrdimensionalen Analysis beweisen und
wird fiir den Beweis des folgenden Satzes benétigt.

7.1.3 Satz 1

Sei M C C offen, sei f : M — C stetig und seien g, .., gx endlich viele
achsenparallele Geraden, so dass f auf M \ (g1 U ..U gx) holomorph ist.

Dann gilt fiir jedes Rechteck R C M gerade

f(z)dz = 0.
OR

Beweisskizze

Sei R C M ein beliebiges Rechteck, dass von einigen g; geteilt wird:

t R R> R

gk
R4

. R
& 8i
Abbildung 10: Geteiltes Rechteck
Dann gilt OR ~ Y OR,,, dabei sind R, die kleinen Rechtecke.
m

Nach dem Lemma von Goursat kann das Problem nun auf ein kleines Recht-
eck Ry vereinfacht werden, indem man zeigt, dass das Integral von f iiber
dem Rand jedes kleinen Rechteckes verschwindet.

Das kleine Rechteck Ry kann nur von bis zu vier achsenparallelen Gerade
am Rand geschnitten werden. Durch die gleichméfige Stetigkeit von f auf
Ry kann man dann zeigen, dass

/8Rk f(z)dz = 0

gilt.
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7.1.4 Satz 2
Sei M = B,(b) C C eine offene Kreisscheibe mit > 0 und b € C.
Sei f: M — C stetig und es gelte fiir jedes Rechteck R C M gerade
f(z)dz = 0.
OR

Dann hat f eine Stammfunktion.

7.1.5 Cauchyscher Integralsatz fiir Kreisscheiben
Sei M = B,(b) C C eine offene Kreisscheibe mit > 0 und b € C.

Sei f: M — C stetig und seien gy, .., gx endlich viele achsenparallele Gera-
den, so dass f auf M \ (g1 U ..U gx) holomorph ist.

Dann gilt fiir jede geschlossene Kette I' € Cy (M) gerade

/F f(2)dz = 0.

Beweisskizze

Aus den vorherigen zwei Sétzen folgt gerade, dass f eine Stammfunktion
hat.

Nach Satz 6.1.8 folgt dann wie behauptet
/ f(z)dz = F(dr) = 0.
r

7.1.6 Bemerkung

Es ist dabei sehr wichtig, dass M eine Kreisscheibe ist:

Sei M = C\ {0}, sei f: M — C mit f(z) =1 und sei I' = ¢ = 9B1(0).
Dann gilt nach Beispiel 5.2.6 gerade

/Ff(z)dz = 2mi # 0,

obwohl bis auf die offene Kreisscheibe alle Bedingungen des Satzes erfiillt
wurden.

Es stellt sich also die Frage, wie sich die geometrische Form von M auf den
Cauchyschen Integralsatz auswirkt.
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7.2 Cauchysche Integralformeln fiir Kreisscheiben

7.2.1 Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben

Sei M C C offen, sei f : M — C holomorph, sei B.(b) C M und sei
z € By(b).

Dann gilt

Beweis
Sei 7' > r mit B,s(b) C M und sei
F(O—f(2) fiir =
O T D S
fl(z) fir (==

Dann ist g holomorph auf M \ {z} und stetig auf ganz M, da f holomorph
ist.

Somit folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz gerade

f(Q) 1
d¢ = = d¢ — d
/z?Br(b) g(c)de 0 /BBT(b) ¢(—z2 ¢~ 1G) /BBT(b) (=2 ‘

_ / SO 4¢ Zomi - f(2),
0B, (b) C — #

wobel wir noch

/ L d¢ = 2m
8Br(b) C — #

zeigen miissen. Dazu betrachten wir die holomorphe Funktion

1 ) , B 1
h(z) = /GBr(b) - d¢ mit h(z) = /8BT(b) (=5 d¢.

Da R/(z) eine Stammfunktion hat, folgt h'(z) = 0 fiir alle z € B,.(b) und
somit ist h(z) konstant. Mit h(b) = 27 folgt die Behauptung. O

7.2.2 Cauchysche Integralformel fiir héhere Ableitungen

Sei M C C offen, sei f : M — C holomorph, sei B,(b) C M mit r > 0 und
sei z € B, (b) beliebig.

Dann gilt f(z) = > an(z — b)™ mit

n=0

1
— —.f) = . TS Y-
n n! f (b) 211 /33r(b) (C - b)n+1 dC
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Beweis

Es gilt |¢ — b| = r und |z — b| < r, somit gilt
der Cauchyschen Integralformel

Z—:g‘ < 1. Es folgt nun nach

_ 1 f(©)
1@ = o 0B, (b) C — 2 4
1 f(Q) 1

= — EASYAN d¢
27TZ 3BT(b) C—b 1 — L:Z

¢
o FO (b
B : c—b'z(<—b) a

=: Zan(z -b)",

n=0

da die Summe gleichméfig konvergent ist. a

7.3 Folgerungen

7.3.1 Folgerung
Sei f: M — C holomorph.

Dann ist f unendlich oft differenzierbar und sogar analytisch.

7.3.2 Folgerung

(118

Sei f: M — C holomorph und sei f(z) =
von b e M.

an(z —b)"™ in einer Umgebung
0

n

Dann gilt fiir den Konvergenzradius r der Reihe gerade

r > sup{r >0 | B.(b) C M}.

7.3.3 Cauchysche Ungleichungen

Sei f(z) = > an(z —b)™ auf B,(b) mit r > 0 stetig und konvergent und sei

n=0
If()] <k
fiir alle z mit |z — b| = r.
Dann gilt

k
lap] < —  mit n>0.
r
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7.3.4 Definition
Sei A C C.

a € C heifit ein Haufungspunkt in A, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(1) Ve>0: #(b(a)NA) =o0.

(2) Es gibt eine gegen a konvergente Folge (a,) in A, fiir die a,, # a gilt
fiir alle n € N.

7.3.5 Identitdtssatz

Sei M C C ein Gebiet, sei A C M, A habe ein Haufungspunkt in M und
seien f,g: M — C holomorph mit f|4 = g|a.

Dann gilt
g =1r
Zwei holomorphe Funktionen miissen also nur auf einer sehr kleinen Teil-

menge von M identisch sein [etwa auf einem kleinen Teilstiick einer Kurve],
so dass die beiden Funktionen auf ganz M identisch sind.

7.3.6 Definition

Eine Funktion f : C — C heiflit ganze Funktion, wenn f auf ganz C
holomorph ist.

7.3.7 Satz von Liouville
Sei f: C — C ganz und beschrinkt.

Dann ist f konstant.

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ist in Aufgabe 7.4.1 zu finden.

Beweis

Sei -
flz) = Z anz"
n=0

die Potenzreihe von f um den Nullpunkt. Dann ist der Konvergenzradius r
dieser Reihe gerade oo, da f ganz ist.

Sei weiter k = sup{|f(2)| | z € C}. Dann ist k < 0o, da f beschrénkt ist. Es
folgt nun nach den Cauchysche Ungleichungen fiir alle r > 0 gerade
1
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Fiir r — oo erhélt man somit a,, = 0 fiir alle n > 1. Mit a9 = k ist f also
konstant. O

Als Folgerung aus dem Satz von Liouville erhédlt man nun den Hauptsatz
der Algebra:
7.3.8 Hauptsatz der Algebra

Jedes Polynom vom Grad > 1 hat Nullstellen in C.

Beweis

Angenommen
p(z) = apz"+ ...+ a1z + ag

ist ein nicht konstantes Polynom, das keine Nullstellen hat.

Dann ist offenbar le) auf ganz C definiert und holomorph, also ganz.

Weiter gilt fur alle |z| > R gerade

sl ol
Pl 2 171 (o] = et o) > > aee

dabei ist R geeignet grof und M geeignet klein zu wihlen. Somit erhalten

wir fiir alle |z| > R
1 1

< )
p(z)] — MR"

also ist ﬁ nicht nur ganz sondern auch beschrinkt und damit nach dem

Satz von Liouville konstant. Folglich muss auch p(z) konstant sein, was ein
Widerspruch zur Annahmer ergibt. a

7.3.9 Satz von Morera
Sei M C C offen, sei f : M — C stetig und es gelte fiir alle Rechtecke

R C M gerade
/ f(z)dz = 0.
OR

Dann ist f holomorph.

7.3.10 Satz 1

Sei M C C offen, sei f: M — C stetig, seien g1, .., g endlich viele achsen-
parallele Geraden und f sei auf M \ (g1 U ..U g;) holomorph.

Dann ist f auf ganz M holomorph.
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7.3.11 Riemannsche (-Funktion
Sein € Nund sei M = {z € C | Rez > 1}. Fiir alle z = z + iy € M sei nun
1 1

E T ezlogn?
dabei ist der Logarithmus reell zu verstehen.

Die Reihe

() = 3 —

n?
n=1

konvergiert fiir alle z € M und heifit die Riemannsche (-Funktion. Sie
ist stetig und gleichméfig konvergent auf M und fiir jedes Rechteck R C M

gilt
((z)dz = / e~#losnqy = 0,
Yy

somit ist ¢(z) holomorph.

7.4 Aufgaben
7.4.1 Aufgabe 1

Sei p : C — C ein Polynom vom Grad n und sei f : C — C eine ganze
Funktion, fiir die

1f(2)] < e |p(2)|

fiir alle z € C und ein ¢ > 0 gilt.

Zeige, dass dann f(z) ein Polynom vom Grad < n ist.

Losung

Sei
p(z) = bp2"+...+biz+ by

und sei .
1) = S ot
k=0

die Potenzreihenentwicklung von f(z) um den Nullpunkt. Da f(z) ganz ist,
ist der Konvergenzradius r dieser Reihe gerade r = oc.

Sei nun zunéichst r €]1,00] fest. Dann gilt nach den Cauchyschen Unglei-
chungen gerade

r=% - max{|f(2)| | |2| = r}
r e [p(r)]

|a|

VANVA
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IN

<

r ke (|br]r™ + .. + |bo))
—k 7’
r % clby| -t = c|bn]'r—k.

62

Fiir r — oo folgt nun a = 0 fiir £ > n, somit ist f(z) ein Polynom vom

Grad < n.



8 Allgemeiner Cauchysche Integralsatz

8.1 Die Umlaufzahl

8.1.1 Definition und Satz
Sei I' € C1(C) eine geschlossene Kette in C und sei a ¢ Sp(I").

Dann ist
1 dz

2 Jr z —a

n(l,a) =

eine ganze Zahl.

n(T,a) € Z heiit die Umlaufzahl oder Windungszahl von I' beziiglich a.

Beweisskizze

Man kann zeigen, dass

/ dz
exp =1
r<—a

ist und da e =1 fiir w = 2min mit n € Z gilt, folgt die Behauptung.

8.1.2 Satz 1
Sei I' € C1(C) eine geschlossene Kette in C.
Dann ist die Abbildung

C\ Sp(I') — Z, a— (T';a)

stetig.

8.1.3 Folgerung

Sei M C C offen, sei I' € C1(M) eine geschlossene Kette in M und sei N C C
zusammenhiingend mit N N Sp(T) = .

Dann ist die Abbildung
N — Z, a— (I';a)

konstant.

63
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Beispiel

Es gilt
1 d
— C— 1 = n(B1(0),0).
211 8B1(0) z

Dann folgt aber auch

1 d
— =1 mit ae B0).
21t Jop,(0) Z — @

8.1.4 Satz 2

Sei I" € C1(C) eine geschlossene Kette in C.

Dann gibt es ein r > 0, so dass fiir alle a € C mit |a| > r gerade
n(Cya) = 0

gilt.

Beweis

Sei s > 0 mit Sp(I') C Bs(0). Solch ein s existiert, da die Spur von T’
kompakt ist. Sei nun

1 1 7
z—a r—s L)’
somit folgt auch
1 dz 1 0 1
ra)| = |— R N
(T, a) 2mi /p z—a 2 L(T) ()
Da |n(T',a)| € Z, folgt also wie behauptet n(I',a) = 0. O

8.1.5 Bestimmung der Umlaufzahl einer Kette

Sei I' = )" n.c eine geschlossene Kette in C und sei z = ¢(t) ein Punkt einer
Kurve ¢ der Kette I

Seien nun by und by so in der Néhe von z, dass sie auf unterschiedlichen
Seiten von der Spur von c¢ liegen und so, dass zwischen den Punkten und
der Spur von ¢ keine Spur einer weiteren Kurve liegt:
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Abbildung 11: Bestimmung der Umlaufzahl

Dann gilt [je nach Orientierung von ]

n(C,b2) = n(I',b1) + ne oder n(,b2) = n(I',b1) — ne.

0 B

Die folgenen Figuren sollen das Bestimmen der Umlaufzahl von Ketten ver-
‘ 2 Ao

deutlichen:
. 1
0
[
I

) |
: Q9

0

X, ItAt
B g,

Abbildung 12: Beispiele zur Bestimmung der Umlaufzahl

I

Dabei ist auch die Kette I's geschlossen, da diese zusammengesetzt ist aus

I's = —c1+c—3c3+cy
und gerade
o'z = —([a] = []) + ([b] = [a]) = 3([b] — [a]) + ([b] = [a]) = ©
gilt.
8.1.6 Satz 3

Sei BC R", sei I' € C1(C) und sei f: B x Sp(I") — C stetig.



Kap.8 Allgemeiner Cauchysche Integralsatz 66

Dann ist auch

B — C, mr—>/f(a:,z)dz
r

stetig.

8.2 Aligemeine Cauchysche Integralformeln
8.2.1 Definition und Satz
Sei T eine Kette in C.

IT) == {beC|bgSp(I), n(I',b) # 0}
ist das Innere von T' und

AT) == {beC|bgSpT), n(T,b) =0}

ist das Aupere von I

Die Mengen I(I') und A(I") sind offen und bilden zusammen mit der Spur
Sp(T) eine disjunkte Zerlegung von C:

ITYUAT)u Sp(I) = C
Die Menge I(T') U Sp(T") ist kompakt.

8.2.2 Definition

Fine offenen Menge M C C heifit einfach zusammenhdngend, wenn fiir
jede geschlossene Kurve ¢ in M

I(c) c M
gilt.
Beispiele
(1) M = C ist einfach zusammenhéngend.
(2) M =C)\ {0} ist nicht einfach zusammenhé&ngend.

Achtung

Nach dieser Definition von einfach zusammenhingend muss M im Allgemei-
nen nicht zusammenhéngend sein.
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8.2.3 Satz1
Sei M C C offen und sei

C\M = OZ
1=1

dabei sind Z; fiir ¢ = 1, ..,n nicht beschrénkte zusammenhéngende Mengen.

Dann ist M einfach zusammenhéngend.

Beispiele

Die folgenden Mengen sind einfach zusammenhéngend:

<

Abbildung 13: Einfach zusammenhingende Mengen

8.2.4 Allgemeine Cauchysche Integralformel

Sei M C C offen, sei f : M — C holomorph, sei I' eine geschlossene Kette
in M, sei I(I') C M und sei z € M \ Sp(T").

Dann gilt
L[ Q)

2771'2. FC—Z

n(,2) - f(2) =

dc.

Beweisskizze

Sei
=1 g
F:MxM—C mit F(z¢) = ¢ fur o z2FC
Q) fir z=¢
Dann ist F' stetig. Seien nun weiter

g M — C
— F(z,¢)dc,
= [P
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Durch das Lemma von Goursat und durch den Satz von Moreva kann man
zeigen, dass g und h holomorph sind.

Es gilt
C = AD)uIT)usSpT) = AT)uUM,

da ja I(I") € M gefordert wurde. Somit ist die Funktion

g(z) fuir zeM

kE:C—C  mit k(z) = {h(z) fir 2z € A(T)

ganz. k ist aber auch beschrinkt, also nach dem Satz von Liouville konstant,
némlich gerade 0.

Dann ist aber auch g(z) = 0 fiir alle z € M, somit folgt

0 = /FF(z,g)dg = /Fj(jl_dC—/sz(_C)CdC

= —f(z)'QWi'n(F,z)—l-/FCf(_oZ

dc.

8.2.5 Folgerung
Sei G C C eine zusammenhingende und einfach zusammenhéngende Menge.

Dann gilt fiir jede positiv orientierte Kurve G gerade
1 L — 2m fir a€ G
oq 2 —a N 0 fir a¢G ~

8.2.6 Cauchysche Integralformel fiir héhere Ableitungen

Sei M C C offen, sei f: M — C holomorph, sei I' eine geschlossene Kette
in M, sei I(I") C M und sei z € M \ Sp(I).

Dann gilt
O

n(l,z)- f™M(z) = n d¢.

8.3 Aligemeiner Cauchysche Integralsatz

8.3.1 Allgemeiner Cauchysche Integralsatz

Sei M C C offen, sei f : M — C holomorph, sei I' eine geschlossene Kette
in M und sei I(I') C M.

Dann gilt

/F f(x)dz = 0.
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Beweis

Sei w € M\ Sp(I") fest und sei

9(z) = (z—w)- f(2).
Dann ist g holomorph auf M und es gilt

0 = n(l,w)-g(w) = 1.-/Fg<<>d< - ! -/Ff(z)dz,

271 (—w 27i

was die Behauptung zeigt. O

8.3.2 Satz1
Sei M C C offen und sei f : M — C stetig.

Dann sind folgende Aussagen &quivalent:
(1) f besitzt eine Stammfunktion.

(2) Fiir alle geschlossenen Kurven ¢ in M gilt

/cf(z)dz = 0.

(3) Fiir alle geschlossenen Ketten I' in M gilt

/F f(2)dz = 0.

8.3.3 Satz 2

Sei M C C offen.

Dann sind folgende Aussagen &quivalent:

(1) M ist einfach zusammenhéngend.

(2) Jede auf M holomorphe Funktion f besitzt eine Stammfunktion.

(3) Fiir alle geschlossenen Kurven ¢ in M und alle auf M holomorphen
Funktionen f gilt

(4) Fiir alle geschlossenen Kette I' in M und alle auf M holomorphen

Funktionen f gilt
/ f(z)dz = 0.
r

(5) Fiir alle geschlossenen Kette I in M gilt I(T") C M.
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Beweis

(1) folgt aus (5) nach der Definition von einfach zuammenhingend und
(3) folgt aus (1) nach dem Cauchychen Integralsatz. (2), (3) und (4)
sind nach dem vorherigen Satz dquivalent. Es bleibt noch zu zeigen, dass
aus (4) auch (5) folgt.

Sei dazu a ¢ M beliebig und sei I wie in (4), also geschlossen. Dann ist

1

zZ—Q

f(z) =

holomorph auf M, da a ¢ M. Somit gilt

1
B — d =
2mi /Ff(z) ? 0
also ist auch n(I',a) = 0 und es folgt I(I") C M. O

8.4 Der Logarithmus

Die Menge
M = C\] - 0,0]

ist einfach zusammenhéngend und die Funktion

ist holomorph auf M. Somit gibt es auch eine Stammfunktion f(z) zu f'(z).

8.4.1 Definition
Sei M C C offen und sei f : M — C holomorph.

Gilt gerade
expof = idyy,

dann heiit f ein Logarithmus auf M.

Bemerkungen

(1) Die Exponentialfunktion exp ist periodisch mit 27¢, somit ist zu jedem
Logarithmus f auf M auch

f+omi-k  mit kez

ein Logarithmus auf M.
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(2) Auf M = By(1) ist
> (_1)n+1 n
o) = S
n=1

ein Logarithmus.

(3) Sind f; und f5 zwei Logarithmen auf einer Menge M, dann gilt

fi—fo = 2mi-k mit ke Z.

8.4.2 Definition

Sei M = C\ | — 00,0] und sei f: M — C, so dass gilt:

(1) f ist ein Logarithmus auf M, also ef = idyy;.

(2) Esgilt f(1) =0.

Dann heifit f der Hauptzweig und wird bezeichnet mit f = log.

Der Hauptzweig log ist eindeutig bestimmt und log | g o[ ist der reelle Lo-
garithmus.

8.4.3 Berechnung des Logarithmus

Sei z € M = C\ ] — 00, 0] gegen in Polarkoordinaten, also
z = re'¥ mit >0, —T<e<m.
Dann gilt
Y
e ¢’
dabei ist ¢ eine Kurve von 1 nach z, also zum Beipiel wie in der folgenden
Abbildung:

log(z) =

A

Im

> >
! Re

Abbildung 14: Berechnung des Logarithmus
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Es folgt also

dt TP pjeilt=r)
log(z) = dt = logg 7 +ip,
Tez(t r)

dabei ist logp stets reell zu verstehen.

Es gilt somit fiir ein beliebiges z € M
logz = logpr+ iy oder anders geschrieben
logz = logg|z| +iargz.

8.4.4 Bemerkungen

(1) Zu allen w € C\ {0} gibt es einen Logarithmus f(z), der bei w definiert

ist. Es gilt dann also
w = ef W),

(2) Somit ist auch exp(C) = C\ {0}.

8.4.5 Weiteres iiber den Hauptzweig
Sei M = C\] — 00, 0] und sei log : M — C der Hauptzweig des Logarithmus.

Es gilt also fiir ein z = € mit r > 0 und —7 < ¢ < 7 gerade
logz = logpr + .
Seien z; = e und 2z = r9e?? aus M. Dann gilt
log(z122) = log(riree’¥17%2))

sowie
log z1 + logze = logg(rir2) +i(p1 + @2).

Im Allgemeinen gilt
log z1 +logze = log(z122) + 2mik mit keZ.
Ist m < @1 + w2 < 3m, so ist log z1 + log 2o = log(z122) + 2mi.
Sei also zum Beispiel z; = i = /2 und 2o = i — 1 = v/2¢"3™/4, Dann gilt
logz1 +logzy = zg + logg V2 + i%r

)
= 10gR \/i‘f‘ ’Lz'ﬂ',

log(z122) = log(i(i — 1)) = log(v/2e /%)
= logg V2 - i%ﬂ.
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Sei N C M. Damit gerade
log(z122) = logz + log 2o

fir alle z; = 7€ und 25 = 79€¥? aus N gilt, muss also stets —m <
©1 + p2 < 7 gelten. Dies ist genau dann der Fall, wenn —7/2 < ¢1 < 7/2
fiir ¢ = 1, 2 gilt. Somit folgt

N = {z=re®cC|r>0, —g<g0<g} ={z=z+iyecC|z>0}

8.5 Aufgaben
8.5.1 Aufgabe 1

Berechne das Integral

(27! +2%) dz,
r

wobei I eine Kette ist, die durch
I = 0B (O) + 208, (3) —c+40R

gegeben wird. Dabei ist R = [—2,2] + i[1,2] und ¢ ist die Kurve, die die
Punkte 2, 2¢, —2, —2¢ und 2 geradlinig verbindet.
Losung

Alle Kurven, aus denen I' zusammengesetzt ist, sind geschlossen, demnach
ist auch I' geschlossen.

Abbildung 15: Die Kette I

3 eine Stammfunktion gibt, folgt zunichst

1 1
/(z_1+z3)dz = /dz—l—/z?’dz = /dz.
r r? r r#

Da es zu z
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Auf der Menge M = C\ {0} ist z — z~! holomorph und es gilt R C M sowie
01(3) € M. Somit folgt nach dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz

/F(z_l + 23)dz

1 1 1 1
= / dz+2-/ dz—/dz+4-/ —dz
8By (0) ? dB1(3) 7 c? OR #

= 2m+2-0—-2m+4-0 = 0.

8.5.2 Aufgabe 2

Berechne die Integrale
2m 2m
/ e“? cos(sint) dt und / et sin(sin t) dt
0 0

durch Integration einer geeigneten komplexen Fuktion f(z) tiber der Kurve

8B1(0).

Losung

Eine geeignete komplexe Funktion scheint

fe) = 22

z

zu sein, denn nach dem Cauchyschen Integralsatz folgt

/ XPE) 12~ aniexp(0) = 2mi
aB1(0) 2 —0

Weiter ist nun aber auch gerade

2 et )
/ exp(2) dz = / 67 ie' dt
aB,(0) #—0 o €

2 o
— Z/ ecost—i—zsmtdt
0

2 2
= i / et cos(sint) dt — / et sin(sin t) dt.
0 0

Diese beiden Integrale sind nun reell und ergeben zusammen 27¢. Somit folgt
2m
/ e“tcos(sint)dt = 2,
0

2
/ e“tsin(sint)dt = 0.
0



Kap.8 Allgemeiner Cauchysche Integralsatz 75

8.5.3 Aufgabe 3

Sei f:[0,27] —]0, 00| eine differenzierbare Funktion mit f(0) = f(27) und
sei ¢ : [0,27] — C eine geschlossene Kurve mit c(t) = f(t)e.

Berechne die Windungszahl n(c, a) fiir alle @ = 7€’ mit r > 0 und s € [0, 27|
in Abhéngigkeit von r und f(s).

L6sung

Die Kurve ¢ ist von folgender Gestalt:

A

O

Abbildung 16: Geschlossene Kurve ¢

Die Funktion f(t) gibt also fiir alle ¢ € [0,27] gerade den Abstand zum
Nullpunkt an. Im Inneren von c ist die Windungszahl gleich 1, ausserhalb
ist sie 0. Es ergibt sich somit n(c,a) = 1 fir r < f(s) und n(c,a) = 0 fiir

r > f(s).

8.5.4 Aufgabe 4

Berechne die Fresnelschen Integrale
oo oo
/ sin(#?) dt und / cos(t?) dt
0 0

durch Integration der Funktion f(z) = exp(z?) entlange der geschlossenen
Kurve cp, die geradelinig von 0 nach R, dann von R nach Re’™* entlang
des Kreises um 0 und schliellich wieder geradlinig nach 0 zuriick verlduft.
Dabei ist R > 0.

Losung
Die Kurve cp ist geschlossen und es gilt cg ~ ¢1 + ¢ — ¢3 mit
c(t) =t fir 0<t<R

ca(t) Re™ fir 0<t<mw/4
es(t) = te™* fir 0<t<R.
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Da f(z) eine Stammfunktion besitzt und cg geschlossen ist, folgt nach dem
Cauchyschen Integralsatz
/ e dz = 0.
CR
Weiter gilt aber auch
/ e dy = / e dz—l—/ e dz—/ e dz
CR Cc1 c2 c3
R +2 Tl'/4 R2 27,? it R t2eim/2 4
:/e dt+/ e Rielt dt — / - e/t dt.
0 0

R 0
lim e dt = / Pt = £
0 0

Es ist

R—o00

sowie [zum Beispiel|] nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue

X /4 R2e2it it m/4 X R2e2it it
lim e VY Rie® = lim e~ ™% Rie® = 0.
R—oo J 0 R—o0

Bislang ist nun also bekannt, dass

lim e

R )
—t2eim/2 ei7r/4 dt = ﬁ
R—oo Jg 2

gelten muss.

Es ist weiter

R
/ eft2 eim/2 27r/4 dt
0

R
_ / —t2 im/2 Z7T/4 dt
0
R .
- [ferea
0
e7,71'/4_ (/ Cos(tg)dt—i—z/ —sm(t2) dt)
0
2 2 R R
= £+z£ . / cos(t?) dt—z/ sin(t?) dt
2 2 0 0

oo 2 V2 > 0
g £ + z£ . / cos( t2 dt —1 sin(t = ﬁ
2 2 0 0 2

und es gilt

2

- ti1—= 1 1

ﬁ(ﬁ ﬂ) VI
2 2 4 '
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Somit folgt

/ sin(t?)dt = —— und / cos(t?)dt = ~——.
0 4 0 4

8.5.5 Aufgabe 5

Berechne V(1) von der Funktion

z—1
1) = z+1
L6sung
Es gilt
z—1 2 2
/) Zt1 Zt1 1—(—z+1)+1
1

somit ist nach der geometrischen Reihe die Potenzreihendarstellung von f(z)
gerade

1) = 1_i<_22+1>n i 1)r+lg=n(,  1)n

n=0

(e 9]

_ Z n+12 o 1)n

n=1
und es folgt

155925

f(ll)(l) — 11| . (_1)11+1 . 2711 — 8

8.5.6 Aufgabe 6
Sei M C C offen, so dass

auf M eine Stammfunktion hat.

Zeige, dass dann fiir jede geschlossene Kette I' in M gerade
n([,1) = n(l,-1)

gilt.
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Losung

Es ist . . .
1@ = 37 = 35-1 0+ 0)

Nach dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz gilt

/Ff(z)dz =0

und nach der Definition der Windungszahl folgt

1 dz 1 dz
0 = dz = = _Z
/Ff(z) : 2/Fz—1 Q/Fz—i—l

= wi-n(I,1) —mi-nT,-1),

somit gilt also gerade n(I', 1) = n(T, —1).

8.5.7 Aufgabe 7

Berechne die Integrale

o0 : (o0 —T
Ssinx COSTr — e
dx und ——dz
0 x 0 x

durch Integration der Funktion f(z) = z7!e%* iiber die in der folgenden

Abbildung angegebenen Kurve c fiir grole R und kleine e:
A

iR

iS\ >
R

m

Abbildung 17: Integrationskurve ¢

L6sung
Sei ¢ also eine geschlossene Kurve wie in der Abbildung.

Dann gilt ¢ ~ ¢1 4+ ¢c3 — ¢35 — ¢4 fiir

alt) =t fir e <t<R
ca(t) = Re" fir 0 <t <m/2
c3(t) = it fir e <t<R
ca(t) = eet fiir 0 <t<m/2.
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Die Funktion f(z) = z7'e’* ist holomorph auf I(c), somit ist

iz
/edz:O
c R

und es folgt

it e’
R R w/2 )
cost sint i
= / dt—l—z’/ dt—l—i/ eiRe gt
15 t e t 0
R —t w/2 s
—/ edt—i/ eise 4t
5 t 0
R —t R _;:
t— t
_ / cos e dt+i/ sin a
I t € t

I W
—i—i/ eihie dt—i/ e*¢ dt.
0 0

w/2
< / e
0

Weiter gilt

w/2 )
/ eiRBZt dt
0

iRe't

w/2 ) w/2
dt = / e Bsint gy < / 1dt,
0 0

79

somit kann Grenzwert und Integral nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue

vertauscht werden:

/2 it /2 D it
lim etfte” 4t = / lim e'fe" dt = 0,
0

R—o0 Jo R—o00

da lim e %5t = fast iiberall, namlich fiir ¢ €0, 7/2[. Es gilt auch

R—o0

i ~plt
ice
e

w/2
dt < / 1d¢,
0

/2 it /2
/ eee dt| < /
0 0

und es ergibt sich also wieder nach Lebesgue

e—=0 Jo e—0

Es ist nun also zusammen

® cost — et * sint
0 = / dt+i/ —dt—iz,
0 t 0 ¢ 2

/2 i /2 o w/2 T
lim et dt = / lim e*® dt = / 1dt =
0 0
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somit folgt insgesamt

/OOSin:Eda: S und /Oocosx—exdm = 0.
0 2 0

T T



9 lIsolierte Singularitaten

0.1 Laurent Reihen

Viele Betrachtungen, die bisher gemacht wurden, sollen nun auch fiir Kreis-
ringe gemacht werden.

Sei also b € C fest und seien 0 < r < R < 0o. Dann ist die Menge
M = {zeC|r<|z—b <R}

ein offener Kreisring in C.

Mit » = 0 und R = oo ist also auch die gesamte komplexe Zahlenebene mit
der Ausnahme eines Punktes b ein Kreisring.

9.1.1 Von der Kreisscheibe zum Kreisring

Sei M = {z € C|r < |z—b < R} ein Kreisring und sei f : M — C
holomorph. Seien nun weiter

r<r <R <R

und sei I' = 0Bp/(b) — 0B, (b).

Abbildung 18: Kreisring und Kette I’

81
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Es gilt 0I' = 0 und
IT) = {zeC|r<|z2=-b <R} C M,

es folgt also nach dem Cauchyschen Integralsatz

/Ff(z)dz = 0.

Fiir ein z € I(T') gilt n(T", ) = 1, somit ist nach den Cauchyschen Integral-
formeln auch

f6) = S = oo [ F© 4

2mi Jp(— 2

1 fQOd¢ 1

= 5 : +./ : .
2mi OBR/(b)g_b 1—27:2 2mi 8BT/(b)Z_b 1_47_1’

z—

fO dC

Esist | — bl = R’ und |z — b| < R’, somit gilt im ersten Integral z;_z‘ <1
Analog ergibt sich im zweiten Integral ‘%’ < 1 fiir alle ¢ mit [ —b| =1/,
es kann also jeweils die geometrische Reihe angewendet werden.

Da diese gleichméfig konvergent ist, kann Summe und Integral vertauscht
werden. Es folgt also zusammen

[e.e]

1 FO) = (z—b)"
fle) = 2m'/aBR,(b><—b Z})«—mnd@“

[e.o]

S A D L
SN
- g(z—b)”;m/aBR/(b)(C{(If)LHdC

n 1 f(€)
+ 2. (b 2mi /83T/(b) (¢ —b)n+l ac.

Durch den allgemeinen Cauchyschen Integralsatz ldsst sich nun zeigen, dass
fiir alle n € Z das Integral

1 f(Q)

Gy = — BN L —
21 Jop, @) (¢ —b)" Tt ¢
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nicht von der Wahl von u € |r, R[ abhéngt.
Somit erhilt man zusammen

o0

flz) = D an(z—b)"+ i an(z =" = Y an(z—b)"
n=0

n=-—1 n=—-—00
mit a, und u wie zuvor gewéhlt.

Dieses Ergebnis wird nun im folgenden Satz zusammengefasst:

9.1.2 Definition und Satz

Sei0 <r<R<oo,seibeC,sei M ={2€C|r<|z—bl <R} und sei
f+ M — C holomorph.

Dann gilt fiir alle z € M

i) = Y anlz—bp,
dabei ) 0
n = o ———d
¢ 210 Jop,m) (¢ —b)" Tt -
mit u €]r, R[.

Diese Reihe heifit die Laurent Rethe von f auf M und die Konvergenz ist
gleichmiBig und absolut auf {z € C | ' < |z—b| < R’} mit r <7’ < R’ < R.

Die Reihe

—0o0

9(z) = Y an(z—b)"

n=-—1

heifit der Hauptteil der Laurent Reihe von f auf M. Die Funktion g(z) ist
holomorph auf C\ B,(b).

Die Reihe

h(z) = ) an(z—0)"
n=0

heifit der Nebenteil der Laurent Reihe von f auf M. Die Funktion h(z) ist
holomorph auf Br(b).

Zusammen ist also
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9.1.3 Satz 1

Sei0 <r<R<oo,seibeC,sei M ={2€C|r<|z—bl <R} und sei
f+ M — C holomorph.

Dann gibt es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

g:C\ B.(b) — C,
h :f}R(b) — C

mit f(z) = g(z) + h(z) und lim g¢(z) = 0.

|2|—o00

9.1.4 Folgerung

Die a, der Laurententwicklung von f auf M sind eindeutig bestimmt.

9.2 Isolierte Singularitaten

9.2.1 Definition
Sei M C C offen, sei b € M fest und sei f: M \ {b} — C holomorph.
Dann heifit b isolierte Singularitdt von f auf M.

Wihle r > 0, so dass B,(b) C M gilt. Es ist also
{zeC|0<|z—=b<r} = B.(b) CM

ein Kreisring, demnach ist f entwickelbar in

(e o]

fz) = ) an(z—b)"

und somit holomorph auf B,(b) \ {b}.

(1) Die isolierte Singularitdt b von f auf M heifit hebbar, wenn fiir alle
n < 0 gerade a, = 0 gilt, wenn also der Hauptteil verschwindet.

(2) Die isolierte Singularitdt b von f auf M heifit wesentlich, wenn es
unendlich viele n < 0 mit a,, # 0 gibt.

(3) Die isolierte Singularitét b von f auf M heifit Pol oder polartig, wenn
es endlich viele n < 0 mit a, # 0 gibt. Es gibt dann also ein ng < 0,
so dass fiir alle m < ng gerade a,, = 0 gilt:

fz) = D an(z=0)" + > an(z—b)"
n=1

n=-—1
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9.2.2 Beispiele
(1) Die Funktion

ist auf C\ {0} definiert, also ist der Nullpunkt eine isolierte Singularitét
von f auf C\ {0}.

Die Laurententwicklung von f(z) um 0 ergibt sich zu

sin z 1( 23 20 > 22 A
— S22 ) =122

z z 3! 51

es tritt also kein Hauptteil auf. Somit handelt es sich bei 0 um eine
hebbare Singularitét.

(2) Die Funktion

<1 /1\" — 1
fle) = €' = Zﬁ <z> -2 (—n)xzn+1
n=0 " n=-—1 :

hat bei b = 0 eine wesentliche Simgularitat.
(3) Rationale Funktionen haben polartige Singularitéten.

(4) Die Funktion
f(z) = cot T

z

ist auf C\ (A U {0}) definiert, wobei A = {z € C | 1/z € Z}. Der
Nullpunkt ist also gar keine isolierte Singularitdt von f, denn 0 ist ein
H&aufungspunkt von A.

9.2.3 Satz von Riemann

Sei b eine isolierte Singularitidt von f.

Dann sind folgende Aussagen &dquivalent:
(1) b ist eine hebbare Singularitét.

(2) Esgilt lin})(z —-b)f(z) = 0.

(3) Es gibt ein r > 0, so dass f](BT(b)\{b}) beschrénkt ist.
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9.2.4 Definition

Sei b eine nicht wesentliche Singularitidt von f und sei f # 0 auf B, (b) \ {b}
mit 7 > 0.

Dann gibt es also ein ng € Z mit ap, # 0 und

F@) = 3 anz=0)" = (2= 0" 3 dnn(z — )™
n=no n=0

b heifit dann Nullstelle der Ordnung ng oder Pol der Ordnung bzw.
Polstelle der Ordnung —nyg.

Weiter heifit ng Ordnung von f bei b.
Schreibweise: ng = Op(f).

9.2.5 Beispiel
Die Funktion )
&= -p

hat bei 0 einen Pol erster Ordnung und bei ¢ einen Pol der Ordnung 2, also

O(f) = —1 und 0;, = —2.

9.2.6 Satz1

Sei b eine nicht wesentliche Singularitidt von f und sei f # 0 auf B,(b) \ {b}
mit r > 0.

Dann gibt es eindeutig bestimmte k € Z und eine holomorphe Funktion
g:B(b) = C
mit g(b) # 0, so dass gilt:
fz) = (z=0)g(2)

9.2.7 Folgerung

Sei b eine nicht hebbare Singularitit von f.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) b ist eine polartige Singularitét.

(2) Esgilt EE};M(Z” = 0.

(3) Es gibt ein k > 0, so dass (z — b)* f(2) eine hebbare Singularitiit bei b
hat.
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9.2.8 Satz von Casorati-Weierstral3
Sei b eine isolierte Singularitidt von f.

Dann ist b genau dann eine wesentliche Singularitédt von f, wenn fiir jedes
r > 0 die Menge

F((Br(b) \ {b}) N M)
dicht in C ist.
Dabei heifit eine Menge M C C dicht in C, wenn M = C gilt.

9.2.9 Satz von Picard

Sei b eine wesentliche Singularitidt von f.

Dann gilt fiir jedes r > 0 gerade

F(B )\ {p) M) = C

mit eventueller Ausnahme eines einzigen Punktes.

9.2.10 Beispiel

Die Funktion
f(z) = e

hat bei 0 eine wesentliche Singularitdt und es gilt e* # 0 fiir alle z € C.
Somit ist das Bild von e!/# gleich C \ {0}.

9.2.11 Satz 2

Sei b eine isolierte Singularitét von f, welche auf einem Kreisring B,.(b) \ {b}
definiert und nicht konstant ist.

Ist dann b ein Haufungspunkt von Nullstellen von f, so ist b eine wesentliche
Singularitat.

Beispiel

Die Funktion

f(z) = sin (i)

ist auf B1(0) \ {0} definiert und hat bei 0 einen Héufungspunkt von Null-
stellen. Somit ist 0 eine wesentliche Singularitét von f.
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9.2.12 Zusammenfassung
Sei b eine isolierte Singularitidt von f.

Dann gilt:

(1) b ist eine hebbare Singularitit, wenn |f| in einer Umgebung von b
beschrankt ist.

(2) bist ein Pol, wenn |f(z)| fiir z — b gegen oo strebt.

(3) b ist eine wesentliche Singularitét, wenn das Bild von f lokal dicht in
C ist.

9.3 Meromorphe Funktionen

Es sollen nun holomorphe Funktionen behandelt werden, die eventuell einige
polartige oder sogar hebbare Singularitdten besitzen, also eventuell Singu-
laritéten, die nicht wesentlich sind.

9.3.1 Bemerkung

Sei M C C offen und sei P C M eine Menge von Punkten.

P hat keine Haufungspunkte in M heif3t, dass eine der folgenden dquivalen-
ten Aussagen erfiillt ist:

(1) VbePIr>0: B.(b)NP = {b}.
(2) VbePIr>0: #(B.(b)NP) < 1.

(3) Zu keinem Punkt b € P gibt es eine nicht triviale Folge (a,)nen in P,
die b als Grenzwert hat.

Vergleiche dazu Beispiel 9.2.2 Teil (4 ): Hier ist der Nullpunkt ein Héufungs-
punkt in M.
9.3.2 Satz 1

Sei M C C offen, sei P C M ohne Haufungspunkte in M und sei K C M
kompakt.

Dann ist die Menge K N P endlich.

9.3.3 Satz 2

Sei M C C offen und seien f,g : M — C mit einer nicht wesentlichen
isolierten Singularitéiten bei b € M.
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Dann gilt

Op(f-9) = Ou(f)+ Oulg),
Ou(f+9) > min{Oy(f), Oy(g)}-

9.3.4 Satz 3
Sei M C C ein Gebiet und sei P C M ohne Héufungspunkte in M.
Dann ist auch M \ P ein Gebiet.

9.3.5 Definition

Sei M C C offen, sei P C M ohne Héufungspunkte in M und sei f : M\ P —
C holomorph.

Die Funktion f heiffit genau dann meromorph auf M, wenn alle Punkte
b € P Pole von f sind.

Bemerkung

Sind f: M\ P — Cund g : M\ @ — C meromorphe Funktionen auf M, so
ist die Summe f + g und das Produkt f - g definiert auf M \ (P U Q).
9.3.6 Satz 4

Sei M C C ein Gebiet und sei f : M \ P — C meromorph und nicht die
Nullfunktion.

Dann ist auch % meromorph.

9.3.7 Satz 5
Sei M C C ein Gebiet.

Dann bildet die Menge aller meromorphen Funktionen auf M einen Kérper.

9.4 Der Residuensatz

9.4.1 Satz 1

Sei I" eine geschlossene Kette in C, seien U,V C C offen, sei Sp(I') C U, sei
IT)cUUV und sei I(TYNUNV =0.

Dann gilt I(T") C U, also auch I(T)NV = 0.
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9.4.2 Satz 2

Sei ¢ eine geschlossene Kurve in C.

Dann ist Sp(c) U I(c) zusammenhéngend.

9.4.3 Bemerkung

Sei M C C offen und sei b € M eine isolierte Singularitéit der Funktion
f:M\{b} — C.

f nahe b mit der Eigenschaft A heifit, dass es ein r > 0 mit B, (b) C M gibt,
so dass A auf f|(g, )\ (e}) gilt-
9.4.4 Definition

Sei M C C offen und sei b € M eine isolierte Singularitét von f : M\{b} — C
mit [der Eigenschaft]

f2) = ) an(z=b)"
nahe b.
Dann heif3t
res(f,b) = a_1

das Residuum von f bei b.

Bemerkung

Sei f bei b holomorph oder b sei eine hebbare Singularitit von f.
Dann gilt res(f,b) = 0.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

9.4.5 Satz 3
Sei M C C offen und sei b € M ein Pol der Ordnung < 1von f : M\{b} — C.
Dann gilt
res(f,b) = lirré(z —b)- f(2).
Beweis
Sei - -
f) = D anz=b)" = a1(z=b)""+ D an(z—b)"

n=-—1 n=0

Da > an(z — b)™ holomorph ist, folgt die Behauptung. O

n=0
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9.4.6 Beispiel
Ein zentrales Beispiel ist das folgende:

Sei
1 1
I&) = 271 = eroe—n

Es sind also ¢ und —i Pole erster Ordnung von f. Somit gilt

. . . . 1 1 i
res(fid) = Im(z=0f(m) = Im =5 =5 =
1 1 i
—9 = 1. ) = 1' = _ — = -,
res(f, —=0) Zgg(z%—z)f(z) — T —d 24 2
9.4.7 Satz 4

Sei M C C offen und sei b € M ein Pol der Ordnung m < 1 der Funktion
f:M\{b} — C.

Dann gilt

1 . dmfl
(m— 1)1 =2 dzm-1

res(f,b) = ((z=0)"-f(2)).

9.4.8 Residuensatz

Sei M C C offen, sei P C M ohne Haufungspunkte in M, sei f : M\ P — C
holomorph und sei I" eine geschlossene Kette in M \ P mit I(I") C M.

Dann gilt
/f(z)dz = 27i - Z res(f,b) - n(T,b).

r bel(D)NP

Bemerkung

Die Menge I(I') U Sp(I") ist kompakt, somit besteht I(I') N P aus endlich
vielen Punkten [siche Satz 9.3.2].

9.4.9 Beispiel 1
Sei f(z) = 1. Dann gilt

/ f(z)dz = 2mi-res(f,0) -n(0B-(0),0) = 2mwi-1-1 = 2mi.
9B, (0)
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9.4.10 Beispiel 2

Es soll nun das Integral
2m
/ cos?t - sin? t dt
0

berechnet werden. Zunéchst einmal gilt

ezt + efzt e'Lt —it

2

—e
24 '

2/ it 2 /it _ it 2
/0 2i '

Das Integral ist nun das Integral einer Funktion {iber den Rand des Ein-
heitskreises. Es folgt somit nach dem Residuensatz gerade

- 21
9B1(0) 2i

cost und sint

also folgt auch

2

et dt.

2
cos®t - sin® t dt —
0 e

z+%
2

2
/ cos®t - sin® tdt
0

1 24 1)(22-1))?
L[ EenEoue,
16 dB1(0) z
1
= ’L/ 22 -2 4 270z
16 JaB(0)
1 T
- —.97i-(=92).1 = _.
161 i - (—2) 1

9.4.11 Beispiel 3

Sei M =C, sei P = {i,—i},

flz) =

sei n > 1 und sei

1
(z—i)(z+1)

1 J—
2241

Sei weiter ¢, ~ di + do die in der folgende Abbildung angedeutete Kurve:

I

-n

- >

Abbildung 19: Integrationskurve ¢
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Es gilt PN I(c,) = {i}, somit folgt nach dem Residuensatz

o1
/cnf(z)dz = 27T2-2—Z,-1 = .

Rechnet man dieses Integral vollstindig aus, so erhéilt man

nooq 1
dz = -4 4.
/Cnf@ “ /nx2+1 $+/dgz2+1 &

Es gilt die Abschitzung

1
—d < L(ds) - cs
[ st = p sl | = e saten)
1 n—00
A T
somit konvergiert auch das Integral [ —zglﬂ dz nach dem Konvergenzsatz von

da

Legesgue gegen 0. Es folgt also

/Cnf(z)dz _ /_Z;Hdz

n—oo o 1
— / dz = Jarctanz]> = .
oo 2%+ 1

Die Anwendung des Residuensatzes bei diesem Beispiel zeigt auch noch den
folgenden Satz:

9.4.12 Satz 5
Sei f:C\ P — C eine rationale Funktion, fiir die gilt:
(1) Auf der reellen Achse besitzt f keinen Pol.

(2) Der Grad des Nenners von f ist um mindestens zwei grofler als der
Grad des Zahlers.

Dabei sei P die Menge aller Pole [also Definitionsliicken] von f. Es sei weiter
Q C P die Menge aller Punkte aus P mit positiven Imaginérteil, also

Q = {be P|Imb> 0}.

Dann gilt

/OO f(z)dz = 2mi- Zres(f,b).

o beqR
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9.5 Anwendungen des Residuensatzes

9.5.1 Satz 1

Sei M C C offen, sei b € M, seien f : M\ {bp} - Cund g: M — C
holomorph, b sei keine wesentliche Singularitdt von f und f sei nahe b nicht
die Nullfunktion.

Dann hat I
g o —
f

bei b hochstens einen Pol erster Ordnung mit
f/
wes (90 2.0) = 9000

Beweis

Da f hochstens einen Pol bei b hat, gibt es eine holomorphe Funktion h(z)
nahe b mit h(b) # 0, so dass mit ng = m = O(f)

f(z) = (z=0)" - h(z2).
gilt. Es folt nun mit

fz) = mle ="t h() + (=~ b (2)
= (=)™ (=) + (2 - B (2))

gerade

f )
(9 5) @ = grm-G-n o) 55

und da g - %/ nahe b holomorph ist, folgt wie behauptet

res <g-‘§,/,b> = g(b) - m.

9.5.2 Satz 2

Sei M C C offen, sei P C M ohne Haufungspunkte in M, seien f : M\ P —
C und g : M — C holomorph, f habe fiir kein b € P eine wesentliche
Singularitdt und sei I' eine geschlossene Kette in M mit I(I') C M. Weiter
gelte mit

Q = {zeM\P|[f(z) =0}
gerade Sp(I') N (PUQ) = 0.
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Dann gilt

/Fg(z)- T g —omic S a)-0u(f) (T b).

beI(T)N(PUQ)

Spezialfall

Fiir die konstante Funktion g = 1 und einer Kette I in M, fiir die n(I",b) = 1
fiir alle b € I(T") gilt, folgt somit

&), — omi
/pf(z) dz = 2 S 0.

beI(D)N(PUQ)
Es ist also gerade
1 /
1 (1@,
2mi Jr f(2)

die Anzahl der Nullstellen von f in I(I') mit Vielfachheit gezéhlt.

9.5.3 Beispiel

Sei . 702 .
z— z
= it = .
/() z o f(2) z(z—1)
Es gilt somit P = {0} und @ = {1}. Weiter ist Og(f) = —1 sowie O;(f) =1,
es folgt also

1 f'(2)

— dz = -1

2mi Jo,0) f(2) : 7

1 '@, — 111 = o

fir0<r<1lund R > 1.

9.5.4 Satz 3

Sei M C C offen, sei f : M — C holomorph und sei I' eine geschlossene
Kette in M mit f(z) # 0 fir alle z € Sp(T").

Dann ist f oI eine geschlossene Kette in M mit 0 ¢ Sp(f oI') und es gilt

I NC)

o ) 00 dz = n(foT,0).
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9.5.5 Satz von Rouché

Sei M C C offen, seien f,g: M — C holomorph und sei I' eine geschlossene
Kette in M mit I(T') € M sowie mit n(I',b) = 1 fiir alle b € I(T").

Gilt nun fir alle z € Sp(I") gerade |g(2)| < |f(2)], so folgt

S o) = 3 Oulf+g).

beI(T) bel(T)

Mit Vielfachheit geziéhlt haben also f und f + g die gleiche Anzahl von
Nullstellen in I(T").

9.5.6 Beispiel

Es sollen alle Nullstellen von z* — 4z 4+ 2 in B;(0) bestimmt werden. Fiir
|z| =1 gilt gerade

9(z)] = 2% = 1 < 2 < |-42+2| = |f(z),

somit hat z* — 4z +4 = f(z) + g(2) in B1(0) genausoviele Nullstellen wie
f(z) = —4z 4 2, némlich eine.

9.6 Umkehrung von Funktionen

Zunéchst werden noch einige ergéinzende Sitze aufgefiithrt, bevor es dann
um die Umkehrung von Funktionen geht.

9.6.1 Satz 1
Sei M C C ein Gebiet und sei f: M — C holomorph und nicht konstant.

Dann ist f eine offene Abbildung, es wird also jede offene Menge auf eine
offene Menge abgebildet.

9.6.2 Maximumsprinzip
Sei M C C ein Gebiet und sei f: M — C holomorph und nicht konstant.

Dann hat |f| keine lokalen Maxima in M, es gilt also
VbeMVe>03zeB:(b): |f(2)]>]f(D)]

Auch aus dem Maximumsprinzip lédsst sich der Hauptsatz der Algebra be-
weisen.
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9.6.3 Hauptsatz der Algebra

Sei f ein Polynom ohne Nullstellen. Dann ist % eine ganze Funktion, also
holomorph auf ganz C. Ist f nicht konstant, dann gilt

1 e
) .

Somit miisste f aber irgendwo ein lokales Maximum annehmen, was ein
Widerspruch zum Maximumsprinzip ist. Somit muss f konstant sein.

9.6.4 Satz 2

Sei M C C offen, sei f: M — C holomorph, sei b € M mit f(b) =a und f
sei nahe b nicht konstant.

Dann gibt es ein € > 0 und dazu ein § > 0, so dass

Bs(a) < f(B:(b))

gilt.

9.6.5 Lemma von Schwarz

Sei B = By(0) die Einheitskreisscheibe, sei f : B — B holomorph und es
gelte f(0) = 0.
Dann gilt

If(2)] < le]  und  [f(0)] < L.

Gibt es weiter ein z € B mit z # 0, so dass |f(z)| = |z| oder | f/(0)] = 1 gilt,
so ist

mit geeigneten ¢t € R sowie a € C mit |a| = 1.

Beweis

Es sei fiir alle z € B\ {0}
f(z)
z
sowie g(0) = f/(0). Dann ist g holomorph auf B und fiir 2| < r < 1 gilt
nach dem Maximumsprinzip gerade

o)l < max{ M g =) <

r

9(z) =

denn es gilt f(B) C B. Fiir r — 1 ergibt sich also

l9(z)| < 1,
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das heifit es ist |f(2)| < |z| auf ganz B und es gilt | f/(0)| < 1.

Die Gleichung |f(z)| = |z| oder |f'(0)| = 1 fiir ein z € B mit z # 0 hat zur
Folge, dass
9O =1 sowie [g(z)| = 1

gilt. Somit ist g nach dem Maximumsprinzip eine Konstante vom Betrag 1,
was die Behauptung zeigt. O
9.6.6 Umkehrung von Funktionen

Sei M C C ein Gebiet und sei f: M — N holomorph und bijektiv.
Dann ist auch N ein Gebiet und f~': N — M ist holomorph.

Ist weiter I' eine geschossene Kette in M mit M C I(T") und fiir alle b € I(T")
gelte n(I',b) = 1, dann gilt

RENRSI I

e
R T

fir alle w € f(I(I")).

9.7 Aufgaben
9.7.1 Aufgabe 1

Bestimme die Laurententwicklung der Funktion

10 = e
auf den Kreisringen

(1) My ={zeC|0< |z <1}

(2) My ={2z€C|1<]z| <2}

(3) Mz ={2€C|2<|z] < 0}

L6sung
Durch Paritalbruchzerlegung erhilt man zunéchst

1 1 1 1

I& = o=y "2 o1ty
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Teil 1
Fiir alle z € M; gilt |z| < 1, somit folgt nach der geometrischen Reihe

1 —1 = .
- 1—2z - —Zz
n=0

z—1

1 1 1 }
2(z—2) 2 2—z 4 %

:_Z 2nn

und die Laurententwicklung von f(z) auf M ist gerade
Il 1 v _Lonn
flz) = 5% —1—22 —212 z
Z2”z"+z< >z" = i(1—12">z”
4

n=-—1 n=—1

Teil 2
Fiir alle z € M gilt |2/2| < 1 sowie |1/z] < 1, somit folgt nach der geome-

trischen Reihe

1 1 o0 —0o0 —0o0
2 17; n=0 n=0 n=-—
1 11 1
- . - _ 727n n
20z — 2) 1 1-2 PIFLEES
n=0

und die Laurententwicklung von f(z) auf My ist gerade

1
) = B B S
e 00 1 —00 00 1
Z —2" —fz —27 = Z —2" = Z —27 ",
4 n=—2 n:714

n=—2

Teil 3
Fiir alle z € My gilt |2/z| < 1 sowie |1/z| < 1, somit folgt nach der geome-

trischen Reihe

1 —1 1 -n — — n — n
R D MA R S
z n=0 n=-—1
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2(z — 2) 2 1-2 2 2
z n=0 n=0
—0o0 —00
_ Z 2—n—1zn—1 _ Z 2—n—22n’
n=0 n=—1
und die Laurententwicklung von f(z) auf M3 ist gerade
1 —0o0 —o
flz) = 52,71 — Z 2"+ Z g nm2n
n=-—1 n=-—1
1 = N
_ —1 -n—2 n __ —-n—2 n
= 5z +nz_:1 (2 1) 2" = nz_:Q(z 1) 2"

9.7.2 Aufgabe 2
Bestimme und klassifiziere alle isolierten Singularitdten von

S @@ =

(1) f(z) = sin z + cos z
(3) 16) = e (50 )

L6sung

Seien g und h holomorphe Funktionen, die in einer Umgebung von b definiert
sind und fiir die g(b) # 0 sowie h(b) = 0 und 1’ (b) # 0 gilt.

Dann hat die meromorphe Funktion

_ 9(2)
f(Z) - h(Z)
bei b einen Pol erster Ordnung und es gilt
_ 9
res(f,b) = W)

Dieser Satz kann bei (1) und (2) angewendet werden.

Teil 1

Es ist also
g(z) = 1—¢€° und h(z) = 1+¢€*.

Die gegebene Funktion f(z) = g(z)/h(z) hat bei den Nullstellen von h(z)
isolierte Singularitéten, also bei allen b aus

B = {(2k+ l)ir | k € Z}.
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Es gilt wie gefordert
glb) = 2 # 0, h(b) = 0 und R = —1 #0
fiir alle b € B, somit hat f(z) bei allen b € B einen Pol erster Ordnung,.
Teil 2
Es ist also
g(z) =1 und h(z) = sinz+cosz = V2-cos(z — 7/4).

Die gegebene Funktion f(z) = g(z)/h(z) hat bei den Nullstellen von h(z)
isolierte Singularitéten, also bei allen b aus

B := {kr+3n/4 |k c Z}.
Es gilt wie gefordert
gb) = 1 # 0, h(b) = 0 und h'(b) # 0
fiir alle b € B, somit hat f(z) bei allen b € B einen Pol erster Ordnung.
Teil 3

Die gegebene Funktion f(z) hat isolierte Singularitédten bei —1 und 1.

Da aber der Grenzwert

1
lim exp( 5 1) (2 1)
Z —_—

z—+1

fiir kein k& € N existiert, sind die isolierte Singularitdten weder hebbar noch
polartig, also sind sie wesentlich.

9.7.3 Aufgabe 3

Bestimme die Laurententwicklung der Funktion

1
f(z) = m

auf den Kreisringen
(1) My ={z€C|0< |z <1}
(2) My ={z€C|0<|z—-1]| <1}

(3) Mz ={zeC|1<]|z—1] <2}
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Losung
Durch Paritalbruchzerlegung erhélt man zunéchst
1 1 1

&= = 2 et

Teil 1

Fiir alle z € M; gilt |z| < 1, somit folgt nach der geometrischen Reihe

1 1 non

c+1 1o (=a) ;f D,

und die Laurententwicklung von f(z) auf M ist gerade
&) = Lo = LSS o 3 oy
7 a0 7 =0 n=—1 .

Teil 2

Fiir alle z € My gilt |z — 1] < 1, somit folgt nach der geometrischen Reihe

1 1 1 0 . .
P - 1+ (z—1) - 1—(—(z—1)) = ;(1) (z—=1)",
L _ 1 1 1
241 24 (z—1) 5'@
= % . i(_l)nQ—n(z _ 1)71 — i(_l)n2—(n+1)(z _ 1)71’
n=0 n=0

und die Laurententwicklung von f(z) auf My ist gerade

[e.9] oo

Fz) = Y (D" =1t =) (=)t e -1y
n=0 n=0
_y (-1 (1—27F0) (2 — 1)
2o (1-2)

Teil 3

Fiir alle z € M3 gilt 1/|z — 1| < 1 und |z — 1]|/2 < 1, somit folgt nach der
geometrischen Reihe

SE N
p—
—_
—_
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= LSy = ey
n=0 n=0
— _z: (_1)n+1(z _ l)n
n=-—1
I 1 1 1
z+1 24 (z-1) 5'1_(—(,2271))
_ % i 2_1) _ i(_l)nQ—(n-H)(z_l)n’
n=0 n=0

und die Laurententwicklung von f(z) auf Ms ist gerade

—00 o)

fz) = D=0 E-nt =Y (=2t E -
n=—1 n=0
— f ( )n+1 + Z n+12—(n+1) (Z _ 1)71
n=-—1

9.7.4 Aufgabe 4

Sei f eine in einer Umgebung von a € C definierten holomorphen Funktion
mit f'(a) # 0 und sei g eine in einer Umgebung von b = f(a) definierten
meromorphen Funktion, die bei b einen Pol erster Ordnung hat.

Berechne die Art der Singularitit von f o g bei a.

L6sung

Da g bei b einen Pol erster Ordnung hat, gibt es eine in einer Umgebung
von b definierte holomorphe Funktion h mit

Es gilt dann

(9o 1)(z) = =

und da f’(a) # 0 gilt, folgt

lim (g0 )(z) - (z —a)) = m(hg(z)).m) _ h(f(a)

Somit hat auch f o g bei a einen Pol erster Ordnung.
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9.7.5 Aufgabe 5

Berechne mit dem Residuensatz
21
/ ((cos z)t - (sinz)? + (sin :U)4) dz.
0

Losung
Es gilt
et 4 it it _ ot

t = ——— d int = ————
cos 5 un sin 5

somit folgt

2
/ ((cosz)* - (sinz)? + (sinz)*) dz
0
B /27r it 4 it 4 it _ p—it 2 . it _ it 4 iett My
—Jo 2 2i 2i iett
z+ 1 4 z — 1 2 z — 1 ! 1
8B1(0) 2 2 21 12

I -1 1 2 4 /.2 9o 1 1 2 4
— [l 1)4. 1 . 1 d
/BBI(O) (16 o D E ) e s (o) de
1 (224 1) (22 —1)%2 — 422 - (22 - 1)* d
= —— z
642 831(0) z7
1 212 2210 41 1528 — 2820 41524 — 222 + 1 q
= —== z
642 831(0) 27
1
-  64i (Z5 — 2234152 — 28271 + 15273 — 2,70 + 2:77) dz
¢ 0B1(0)
1 7
= —— .2mi-(-28)-1 = -
TR (—28) g™
da gerade
1. d° 12 10 8 6 4 2
res(f,0) = @‘hﬂ%@(z —2z7 + 152" — 282" + 152" — 22 +1)
. Z—

= —28

gilt.

9.7.6 Aufgabe 6
Berechne mit dem Residuensatz die Integrale

& d & 1
(1) / S wd (2) / vt dz
oo T2 42242 oo T+ 223 + 322 + 20+ 1
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Losung Teil 1

Sei () .
_ 9%
(z) = h(z)  22+22+2
Es gilt h(z) =0 fiir z = —1—1i oder z = —1+1¢, somit hat f(z) beib= —1+1i
und ¢ = —1 — i Pole erster Ordnung.

Es folgt
) ) (x+1—1)
res(f,0) = lim(e=0)fle) = ln o e )
. 1 1 1 )
= lim - = - - = . = — .
z—=bx+14+1 —14+74+1+72 21 2

Da der Grad von h(z) um 2 grofler ist als der Grad von g(z) und f(z) auf
der reellen Achse keine Pole hat, kann der Satz 9.4.12 angewendet werden.

Es ist Imb > 0 und Im ¢ < 0, somit folgt

& dx ) o1
/_001}2_’_2:[;_'_2 = 27T’L'I'€S(f,b) = 271—2'272‘ = T.

Losung Teil 2

Sei

_oglz) z+1
f(z) = h(z) 24 4+223 432242241

Es gilt h(z) = 2* +223 4+ 322 + 22 + 1 = (22 + 2 + 1), somit gilt h(z) =
gerade fiir
1. V3

z = ——+ti1—.
2 2

f(2) hat also bei b = —1 —H’f und bei ¢ = —1 — z‘[ Pole zweiter Ordnung.
Es folgt
1 2-1

res(f,b) = G- - lim di_ ((z — b)zf(z))

1) z—b dz?71
<zg£z():>> - 13%51((—“))

4

bdz
_ 24+2(z—c)(z+1)
Zﬁbg 2z + 22>_ 7 2b +)2

:]'

= lim = 1-

z—b

zZ—cC b—c

V3i—1+42 _ VBl 1

LBl VB VB
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Da der Grad von h(z) um 3 grofler ist als der Grad von g(z) und f(z) auf
der reellen Achse keine Pole hat, kann der Satz 9.4.12 angewendet werden.

Es ist Imb > 0 und Im ¢ < 0, somit folgt

e r+1 1 27
dr = 27mi-res(f,b) = 27w — = —.
/oox4+2x3+3x2+2x+1 (7:0) V/3i V3

9.7.7 Aufgabe 7

Zeige

* dz 2
= I3
/0 1+ a3 97Tf

durch Integration der Funktion f(z) = g(z)/1+2? iiber die in der folgenden
Abbildung angegebenen Kurve c fiir groie R und kleine 7:

A

iR
C
ir da
4 >
e r s R]\:

Abbildung 20: Integrationskurve ¢

Dabei ist g(z) ein geeigneter Logarithmus.

Losung
Sei also ¢ ~ c¢g — ¢, + dgq — dp, eine geschlossene Kurve wie in der Abbildung.

Das gegebene Integral existiert nach der reellen Analysis, da der Grad des
Nenners [mit 3] um mehr oder gleich 2 groer ist, als der Grad des Zéhlers
[mit 0], und da 1/1 + 23 keine Nullstellen in ]0, oo hat.

Wihle nun 7 so klein und R so grof}, dass alle drei Pole
1 4 1 1
“LoogtgYs md o 5-gvs

von 1/1 + 23 im Inneren von c liegen.

Wihle weiter den Zweig des Logarithmus mit 0 < Im log z < 2.
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Zunichst sollen nun die drei Residuen von

log 2z
&) =1
berechnet werden. Es gilt
L log z - log 2z _omi
res(f, 1) = lim, (2 41) <1+3> =M T T

und analog erh&lt man

1 7 V3r  mi
423 . vor 70
res <f’ 23 ) 18 18

1 i 5v3r  5mi
res<f’2_2\/§) - 18 18”

Es gilt nun

1 1 1 1 1
JEEER Y P
c1+23 ep 1+ 23 e 1423 q, 1+23 4 1+ 23

Wegen lim % log R = lim r log r = 0 konvergieren die beiden Integrale
R—oo r—0

1 I
/ 8 Z3 dz und / o8 23 dz
R 1+ 2 e 1+ 2

fir R — oo und r — 0 gegen 0.

Aus lin% log(z —ie) = lir% log(x + ie) + 2mi folgt nun
£— e—

lim log = dz = — lim/ 7log(z+2m) dz.
e—0 da 1 =+ 23 e—0 dg 1 —+ 23

Insgesamt ergibt sich nun aus dem Residuensatz gerade

> 1 1 |
/ ——dz = —— lim lim lim 08 % dz
0 1+ 23 2711 r—0 R—oo €—0 c 1+ 23
= — Z res(f,b),
bel(c)

also gilt

107
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9.7.8 Aufgabe 8
Zeige, dass alle Nullstellen von
h(z) = 2°4 23— 222410

im Kreisring {z € C | 1 < |z| < 2} liegen.

L6sung
Sei |z] = 1, sei fi(z) = 10 und sei g1 (z) = 2° + 2% — 222.
Dann gilt
91(2)] = [2°+22 =222 < 14+142 =4 < 10 = |f1(2)].

Somit hat h(z) = fi(z) + g1(2) in der Kreisscheibe B;(0) ebenso viele Null-
stellen wie f1(z) = 10, némlich gar keine.

Sei |z| = 2, sei fa(z) = 25 und sei g2(z) = 23— 222 4 10.

Dann gilt

|23 =222 4+ 10] < |22 +2/2)* +10
8+2-44+10 = 26 < 32 = |2°| = |fa(2)].

|92(2)]

Somit hat h(z) = fa(z) + g2(#) in der Kreisscheibe By(0) ebenso viele Null-
stellen wie fa(z) = 2°, ndmlich alle 5 [mit Vielfachheit)].

9.7.9 Aufgabe 9

Zeige, dass 2° — 4z +a = 0 fiir |a| < 2 genau eine Losung z mit |z| < 1 hat.

L6sung
Sei |z| = 1, sei f(z) = —4z + a und sei g(z) = 2°.
Dann gilt

9(2)] = 12°] =1 < 2 < [-dz+a| = |f(2)]-
Somit hat f(z) 4+ g(2) = 2° — 4z + a nach dem Satz von Rouché in der
Kreisscheibe B;(0) ebenso viele Nullstellen wie f(z) = —4z + a, nidmlich
eine.

9.7.10 Aufgabe 10

Berechne mit dem Residuensatz die Integrale

2
-1 1
(1) %dz und (2) / ztsin = dz.
OBy (i) =7 T 12 0B1(0) &
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Losung Teil 1
Es gilt 23 — i2? = 22(2 — 1), somit hat

(O

23 —iz

bei ¢ einen Pol erster und bei 0 einen Pol zweiter Ordnung. Es miissen also
zunéchst die Residuen berechnet werden:

e — e -
N - A SR, [ = 1—-e!
res(f, 1) zlgi(z i) 22(,2 — %) il 22 ©
d 2 e —1 . d 622 —1
res(f,0) = lim =z ﬁ = ME o
N e Rkt RN
z—0 (Z - 7/)2

Nach dem Residuensatz ergibt sich somit

Losung Teil 2

Die Funktion f(z) = 2* sin% ist nur bei 0 nicht definiert. Da nicht bekannt
ist, ob es sich um einen Pol handelt, muss f(z) in eine Laurentreihe der

Form f(z) = f anz" entwickelt werden:
n=—o0
oo
flz) = 2* sm = z; 2n+ i —(2nt1)
. f (1)t J S f (1)t 245
—(2n+1)! —(2n+1)!
In dieser Darstellung gilt fir n = —3 gerade z~!'/5!, somit gilt fiir das

Residuum von f bei 0 gerade res(f,0) = 1/120 und es ergibt sich nach dem
Residuensatz )
4 . 1 o1 T

z'sin—dz = 27 - — = —.
831(0) z 120 60

9.7.11 Aufgabe 11

Sei f eine meromorphe Funktion auf C und sei P C C die Polstellenmenge
von f.

Zeige, dass f genau dann eine Stammfunktion hat, wenn alle Residuen von
f bei den Polen b € P verschwinden.
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Losung

Zunichst habe f eine Stammfunktion. Dann ist f auch holomorph und l&sst
sich auf ganz C um jeden Punkt b € C in eine Potenzreihe der Form

f(z) = D an(z=0)"
n=0

entwickeln. Somit gilt fiir alle b € P auch res(f,b) = 0.

Nun gelte gerade res(f,b) = 0 fir alle b € P. Sei weiter I" eine beliebige
geschlossene Kette in C. Dann gilt nach dem Residuensatz

/ f(z)dz = 2mi-> res(f,b) - n(T,b) = 0.

r beP

Da nun das Integral von f iiber jede Kette verschwindet, hat f eine Stamm-
funktion.

9.7.12 Aufgabe 12

Berechne ohne Anwendung von Satz 9.4.12 das Integral
/ & dx
oo T+ 222+ 1
Losung

Sei zunéachst

_ 1 _ 1 _ 1
S 2422241 (22412 (2419)2(z— i)

Es soll nun f(z) tiber die Kurve ¢,, ~ d; +dz wie in Beispiel 9.4.11 integriert
werden:

A

d>

-n Vd} 0 n >

Abbildung 21: Integrationskurve ¢
Nach dem Residuensatz gilt also

/ f(z)dz = 2mi- Z res(f,b) = 2mi-res(f,i),

bel(cn)
b Polstelle
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somit muss zunéchst res(f, i) berechnet werden. Da f bei i einen Pol zweiter
Ordnung hat, folgt

d d 1
res(f,i) = i{%&(@—iﬁf(z)) = L{%@m
= lim —2 = i
= PR 4

Weiter gilt mit einer geeigneten Konstanten k € C gerade

ine't

s
de(z)dz = / n4e4”+2n262”+1‘dt
< / St = 7; Y,

somit folgt nun

/cnf(Z)dZ: [ s@ass [ feas = / £(t)dt.

Insgesamt ergibt sich also fiir n — oo

[ = [ iy =
422241 27



10  Funktionenfolgen

Um einige Sétze {iber Funktionenfolgen moglichst allgemein formulieren zu
konnen, soll zuniichst eine Topologie auf dem Raum H aller holomorphen
Funktionen definiert werden:

10.1 Topologie auf C(M)

10.1.1 Definitionen

Sei M C C. Dann bedeutet

(1) C(M) den komplexen Vektorraum aller stetigen Funktionen auf M und
(2) H(M) den [Unter-] Vektorraum aller holomorphen Funktionen auf M.

Sei weiter K C M kompakt. Dann wird durch

Ifllze = sup{|f(2)] | z € K} € [0,00]

fiir f € C(M) eine Halbnorm definiert.

10.1.2 Definitionen
Sei M C C offen und sei (f,) eine Folge in C(M).

(1) (fn) konvergiert auf M punktweise gegen f, wenn fiir alle z € M
gerade

lim fu() = /(2)
gilt.
(2) (fn) konvergiert auf M gleichmdf3ig gegen f, wenn gerade

lim || f = fallar = 0
n—00

gilt.

112
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(3) (fn) konvergiert auf M kompakt gegen f, wenn fiir alle Kompakta
K C M gerade

im [|f = fullx = 0
n—oo
gilt.

(4) (fn) konvergiert auf M lokal gleichmdéfig gegen f, wenn es zu jedem
b € M gerade eine Umgebung U von b gibt, so dass

Tim ||~ fully = 0
gilt.

Bemerkung
Es gilt dabei

(2) = (3) & (4) = (1)
10.1.3 Topologie der lokal gleichmaBigen Konvergenz

Durch die folgende Definition offener Mengen wird eine Topologie auf C(M)
gegeben:

Eine Menge U C C(M) heiit offen, wenn es zu jedem f € U eine kompakte
Menge K C M und ein € > 0 gibt, so dass fiir alle g € C(M) mit ||g— f||lx < &
auch g € U gilt.

Kurz:
V feC(M)3 K kompakt 3¢ >0: Br(f) CU,

dabei ist
Bie(f) = {geC(M) | llg— fllx <e}.
10.1.4 Definition
Sei f € C(M) und sei U C C(M).
U heifit eine Umgebung von f, wenn es ein V' C C(M) mit

fevcu

gibt.

10.1.5 Satz 1

Eine Folge (f,) in C(M) konvergiert genau dann lokal gleichméfig gegen
f € C(M), wenn es zu jeder Umgebung U von f in C(M) ein N € N gibt,
so dass fiir alle n > N gerade f, € U gilt.
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10.2 Funktionenfolgen

Die nun folgenden Sétze iiber Funktionenfolgen werden jeweils topologisch
sowie durch dquivalente Sétze ohne Topologie angegeben.

10.2.1 Satz 1
Die Menge H(M) C C(M) ist abgeschlossen in C(M).

10.2.2 Satz 1’

Sei (fy,) eine Folge von holomorphen Funktionen, die lokal gleichm#fig gegen
f konvergiert.

Dann ist auch f holomorph.

Gerade der folgende Satz ist in der reellen Analysis undenkbar:

10.2.3 Satz 2
Die Ableitungsfunktion

ist stetig.

10.2.4 Satz 2’

Sei (fy,) eine Folge von holomorphen Funktionen, die lokal gleichm#fig gegen
f konvergiert.

Dann konvergiert auch die Folge (f},) lokal gleichmiifig gegen f’.

10.2.5 Satz 3

Sei I' eine geschlossene Kette in M mit I(I') € M und n(b,I') = 1 fiir alle
be I(I).

Seien weiter a € C und n € N beliebig. Dann ist

U, = {feH(M) | firalleze Sp(T) gilt f(z) # a,
die Anzahl der Stellen mit f(z) = a ist n}

offen in H(M).
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10.2.6 Folgerung 1
Sei M C C ein Gebiet und sei a € M fest.
Dann ist
U, = {f € H(M) | f nicht konstant, a € f(M)}
offen in H(M).

10.2.7 Folgerung 2
Sei M C C ein Gebiet.
Dann ist
U = {f €H(M) | f nicht konstant, f nicht injektiv}

offen in H(M).

10.2.8 Satz 3’

Sei I' eine geschlossene Kette in M mit I(I') C M und n(b,I') = 1 fiir alle
be I(T') und sei a € C.

Sei weiter (f,) eine Folge von holomorphen Funktionen, die lokal gleichméBig
gegen f konvergiert.

Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt:
(1) fu(2) # a fiir alle z € Sp(T).
(2) fn hat die gleiche Anzahl von Stellen mit f(z) = a in I(T") wie f.

10.2.9 Folgerung 1’

Sei M C C ein Gebiet und sei (fy,) eine Folge von holomorphen Funktionen,
die lokal gleichméfig gegen eine nicht konstante Funktion f konvergiert.

Gilt fur alle n € N gerade a # f,,(M), so gilt auch a # f(M).

10.2.10 Folgerung 2’

Sei M C C ein Gebiet und sei (f,) eine Folge von holomorphen, injektiven
Funktionen, die lokal gleichméflig gegen f konvergiert.

Dann ist f injektiv oder konstant.

Beispiel

Die injektive Funktionenfolge f,(z) % - z konvergiert lokal gleichméfig

gegen die konstante Funktion f(z) = 0.
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10.2.11 Cauchykriterium fiir Funktionenfolgen
Sei (fy,) eine Folge von holomorphen Funktionen.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt eine holomorphe Funktion f, so dass f, lokal gleichméfig gegen
f konvergiert.

(2) Fir alle kompakten K C M und fiir alle € > 0 gibt es ein N € N; so
dass fiir alle n,m > N gerade

Ifn = fmllx < €
gilt.

(3) Zu jedem a € M gibt es eine Umgebung U von a, so dass es zu jedem
€ > 0ein N € N gibt und dann aus n,m > N auch

||fn - meU < €

folgt.

10.2.12 Riemannsche (-Funktion

Durch Funktionenfolgen kann man nun zum Beispiel zeigen, dass sich die
Riemannsche (-Funktion

() = Y+

n?
n=1

meromorph auf M = {z € C | Rez > 0} fortsetzen ldsst und bei z =1 den
einzigen Pol hat. Es ist ein Pol erster Ordnung und des Residuum bei z = 1
ist 1.

10.3 Satze von Montel und Vitali

Zunichst wird der Begriff einer beschréinkten Menge von holomorphen Funk-
tionen eingefithrt werden:

10.3.1 Definition

A C H(M) heiBt beschrdnkt, wenn eine der folgenden Aussagen erfiillt
wird:

(1) Fir jede kompakte Menge K C M gilt sup{||f|lx | f € A} < 0.

(2) Zu jeder kompakten Menge K C M gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle
f € A gerade ||f||x < c gilt.
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10.3.2 Satz 1
Sei A C H(M). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist beschréankt.

(2) Fir alle a € M gibt es eine Umgebung U von a sowie ein ¢, so dass fiir
alle f € A gerade || f|luv < c gilt.

(3) Zu jeder Nullumgebung U C H(M) gibt es ein ¢, so dass
AcC{c-f| feU}

gilt.

10.3.3 Beispiele
(1) Endliche Mengen sind beschrénkt.
(2) Endliche Vereinigungen von beschriankten Mengen sind beschrinkt.

(3) Konvergente Folgen sind beschrénkt, d.h. {f,, | n € N} ist beschrénkt.

10.3.4 Satz 2
Ist A C H(M) beschrinkt, so ist auch

A = {f'| fe A} € H(M)

beschrankt.

10.3.5 Definition

Sei A eine Menge von Funktionen, die auf M definiert sind, und sei K C M.

Die Menge A ist gleichgradig gleichmdjfig stetig auf K, wenn gilt:
Ve>03>0VfeAVa,ye K: |[x—y|<d = |f(x)— fly)| <e

Die Wahl von § héngt also nicht einmal von der Funktion f ab.

10.3.6 Satz 3
Sei A C H(M) beschriinkt und sei K C M kompakt.
Dann ist A gleichgradig gleichméiflig stetig auf K.

10.3.7 Satz von Montel

Sei (fy,) eine beschriinkte Folge holomorpher Funktionen auf M.
Dann hat (f,) eine konvergente Teilfolge.
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10.3.8 Folgerung

Sei (fy,) eine beschrinkte Folge holomorpher Funktionen auf M, so dass jede
konvergente Teilfolge gegen denselben Grenzwert f konvergiert.

Dann konvergiert auch (f,,) gegen f.

10.3.9 Satz von Vitali

Sei M C C ein Gebiet und sei (f,) eine beschrinkte Folge holomorpher
Funktionen auf M.

Sei weiter P C M mit
(1) P hat Haufungspunkte in M.
(2) Fiir jedes z € P konvergiert die Folge (f,(z)) in C.

Dann konvergiert (fy,) gegen eine holomorphe Funktion f.

10.4 Filter

Der Beweis zum Satz von Montel kann sehr allgemein iiber den topologischen
Begriff des Filters gefithrt werden. Dazu sollen an dieser Stelle nun kurz
Filter definiert und vorgestellt werden.

10.4.1 Definition

Sei X eine beliebige nicht leere Menge und sei F eine Teilmenge der Potenz-
menge P(X) von X.

F heiit Filter in X, wenn gilt:

(FIL1) T ist nicht leer.

(FIL2) Die leere Menge ist kein Element aus J.

(FIL3) Sind Fi, F> € F, so gibt es auch ein F' € F mit F' C Fy N Fy.

(FIL4) Ist F' € J und gibt es ein G C X mit F' C G, so ist auch G € J.

Bemerkung

Die Axiome (3) und (4) ergeben zusammen gerade, dass mit Fy, Fy € F
auch F1 N Fy € F gilt.
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10.4.2 Definition

Gelten die Axiome (1) bis (3) fiir eine Menge B C P(X), so heifit B eine
Filterbasis.

Die Menge
B = {F C X | es gibt ein B € B mit B C F}

ist nun gerade ein Filter, namlich der von B erzeugte Filter.

10.4.3 Beispiele

(1) Die Potenzmenge P(X) einer nicht leeren Menge X ist kein Filter, da
0 e P(X) gilt.

(2) Sei X eine beliebige nicht leere Menge. Dann ist F = {X} ein Filter.
(3) Sei X =N. Dann ist
F = {ACN|N\ A ist endlich}
ein Filter in N.
(4) Sei X eine beliebige nicht leere Menge und sei a € X fest. Dann ist
F={FCX|acF}
ein Filter, ndmlich der Hauptfilter zu a.

(5) Sei X eine beliebige nicht leere Menge und sei () eine Folge in X.
Sei weiter
F, = {z; | k> n}
fiir alle n € N. Dann ist
B = {F,|neN}

eine Filterbasis und
F = {F,|neN}
ist ein Filter, ndmlich der Fréchetfilter zu der Folge (zy,).
(6) Sei X ein topologischer Raum und sei a € X fest. Dann ist
U, = {U C X | U ist Umgebung von a}
ein Filter, ndmlich der Umgebungsfilter von a.

(7) Sei X =R und sei
Ft = [t,OO[
fir alle t € R. Dann ist
B = {Ft | t e R}

eine Filterbasis.



Kap.10  Funktionenfolgen 120

10.4.4 Definition

FEin Filter U heifit Unterfilter eines Filters F oder auch feiner als F, wenn
Fcu
gilt.

Beispiel

Sei (zy,) eine Folge in X, sei F der Fréchetfilter von (z,,) und sei weiter (y)
eine Teilfolge von (z,) sowie U der Fréchetfilter von (yy,).

Dann gilt ¥ C U, also ist U ein Unterfilter von F.

10.4.5 Definition

Sei X ein topologischer Raum, sei a € X fest und sei F ein Filter in X.

Der Filter F konvergiert gegen a, wenn F feiner ist als der Umgebungsfilter
U, wenn also fiir jede Umgebung U von a gerade U € F gilt.

Schreibweise: F — a.

Beispiel
Sei (xy,) eine Folge in X und sei F der Fréchetfilter von (zy,).

Dann konvergiert F genau dann gegen a, wenn (x,,) gegen a konvergiert.

Bemerkung

Nur falls X zusétzlich Hausdorffsch ist, so ist der Grenzwert eindeutig be-
stimmt und die Schreibweise

imJF = a
ist zuléssig.
10.4.6 Definition

Sei X ein topologischer Raum und sei F ein Filter in X.

F heifit Ultrafilter, wenn es keinen Filter in X gibt, der feiner ist als JF.

Beispiel
Alle Hauptfilter sind Ultrafilter.
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10.4.7 Satz 1
Sei X ein topologischer Raum und sei F ein Filter in X.

Dann gibt es einen Ultrafilter U in X mit F C U.

10.4.8 Satz 2

Sei X ein topologischer Raum und sei F ein Filter in X.

Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) J ist ein Ultrafilter.

(2) Firalle A,BC X mit AUB € J folgt A€ F oder B € J.

(3) Firalle AC X gilt Ac Foder X\ A€ TF.

10.4.9 Definition

Seien X, Y zwei nicht leere Mengen, sei F ein Filter in X und sei f: X —» Y
eine beliebige Abbildung.

Dann ist
fF) = {f(X)| X €T}

(
eine Filterbasis und f(F) heifit der Bildfilter von ¥ in Y.

Bemerkung

Im Allgemeinen ist f(F) wirklich nur eine Filterbasis und noch kein Filter.

10.4.10 Satz 3
Der Bildfilter eines Ultrafilters ist ein Ultrafilter.

Beweis

Seien X, Y zwei nicht leere Mengen, sei f : X — Y eine beliebige Abbildung
und sei F ein Ultrafilter in X.

Ist nun B C Y eine beliebige Teilmenge, so gilt nach Satz 10.4.8 entweder
(1) 4B e7F oder (2) X\ f'B) =fY\B) e
Es muss also eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden:

(1) Es gilt
B > f(f71(B)),

somit ist B € f(F).
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(2) Es gilt
Y\B > f(f{(Y\B)),

somit ist Y\ B € f(F).

Zu jeder Teilmenge B C Y ist also auch das Bild im Bildfilter enthalten. O

10.4.11 Satz 4
Sei X ein topologischer Raum und sei K C X nicht leer.
Dann sind folgende Aussagen &quivalent:

(1) K ist kompakt.

(2) Jeder Ultrafilter F in X mit K € J konvergiert gegen ein a € K.

10.4.12 Folgerung

Ein Ultrafilter ¥ im R™ konvergiert genau dann, wenn es eine beschriankte
Menge A C R"™ gibt mit A € JF.

Beweis

Sei F ein Ultrafilter im R™, der gegen a konvergiert. Die Menge By (a) C R”
ist beschrinkt und es gilt By(a) € F.

Sei umgekehrt A C R™ beschréinkt und A aus einem Ultrafilter . Dann
ist A kompakt und nicht leer, also gibt es ein a € A, so dass F gegen a
konvergiert. O

10.4.13 Satz 5

Sei M C C offen, sei F ein Ultrafilter in H(M) und sei A C ‘H(M ) beschrénkt
mit A € J.

Dann konvergiert F gegen ein f € F.

10.4.14 Folgerung
Sei M C C offen und sei A C H(M).

Dann ist A unter der Topologie der lokal gleichméfligen Konvergenz auf
H(M) genau dann kompakt, wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist.

Aus dieser Folgerung lésst sich nun der Beweis zum Satz von Montel fiihren.
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10.5 Aufgaben
10.5.1 Aufgabe 1

Sei M C C offen, sei b € M, sei n > 0 und sei

on: H(M)— C mit on(f) = an,

[e.e]
wobei f = Y a,(z — b)" die Potenzreihenentwicklung von f um b ist.
n=0

Zeige, dass dann ¢, unter der Topologie der lokal gleichméfligen Konvergenz
stetig ist.
L6sung

Die Abbildung ¢, ist genau dann stetig, wenn

Ve>0d5>0: ||f1—f2HK<5 = ngn(fl)_@n(f2)||l{<5

fiir alle f1, fo € H(M) und alle kompakten Mengen K C M gilt.

Sei also € > 0 und wihle 6 = er™ mit r > 0, so dass B,(b) C M. Dann gilt
nach den Cauchyschen Integralformel fiir Kreisscheiben gerade

|k

len(f1) —en(fo)llk = llar,1 —az;1
1 f1(¢) = f2(¢)
2mi /a&(b) (¢ —b)ntt ¢ .
1 f1(¢) = f2(¢)
CeB,(b) | 2T /83,.(13) (¢ —b)ntl ¢
1 f1(¢) — f2(€)‘
— . L(OB,(b)) - J1(6) = f2(¢)
= o (05:(5)) CES;,P(b) (¢ —b)ntt
1 1
= gp P S [11(0) = f2(O)]
= A Rl
/r,n
< T . 5 = £&.

10.5.2 Aufgabe 2

Sei X eine unendliche Menge.

Zeige, dass dann die Komplemente aller endlichen Teilmengen von X einen
Filter ¥ in X bilden.
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Losung

Es soll also gezeugt werden, dass
F = {AC X | X\ Aist endlich}
einen Filter in X bildet. Dazu sind die vier Axiome zu priifen:
(1) ¥ ist nicht leer, da X \ X = ) endlich ist und somit X € F gilt.
(2) 0 ¢F, da X \ 0 unendlich ist.
(3) Mit A, B € ¥ sind auch X \ A und X \ B endlich. Somit ist auch
X\(ANB) = (X\A)U(X\B)

endlich, also AN B e F.

(4) Ist A€ Fund A C B C X, dann ist X \ A endlich und wegen
X\BCcX\A
ist auch X \ B endlich, also B € F.

10.5.3 Aufgabe 3
Sei F ein Filter in R und sei
¢ = inf{r eR|]—o0,z] € F}
mit inf ) = oco.
(1) Zeige, dass wenn J gegen a € R konvergiert, dass dann £ = a ist.

(2) Zeige, dass wenn F ein Ultrafilter und € € R ist, dass dann F gegen &
konvergiert.

(3) Gibt Beispiele fiir F an, so dass £ = oo bzw. £ = —oo gilt.

Losung Teil 1

F konvergiert also gegen ein a € R, F ist also feiner als der Umgebungsfilter
U, = {U CR|U ist Umgebung von a},

es gilt also F C U,.

Fiir jede Umgegung U von a gilt also U € F, somit ist | — 0o, t] € F fiir alle
t > a, es ist also

a = ¢ = inf{fx eR|]—o00,2] € F}.

Da R Hausdorffsch ist, ist dieser Grenzwert auch eindeutig bestimmt.
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Losung Teil 2
Da JF ein Ultrafilter ist, gilt fiir alle A C R entweder A € F oder R\ A € F.
Fiir alle a > € gilt £ €] — 00,a] € F und fiir alle b < £ gilt

5 € R\] —OO,b] = ]b,OO[G Stv

somit ist jede Umgebung von a auch Element von F, somit konvergiert F
nach Definition gegen ein £ € R.

Losung Teil 3
Sei F = {R}.
Dann ist F ein Filter in R und es gilt

¢ = inf{fzeR|]—o0,z] €F} = inf@ = oc.

Sei nun (z,) eine Folge in R, die gegen —oo konvergiert, also zum Beispiel
Tp = —N.

Sei weiter
F = {F, | neN} mit F, = {xp | k>n}

der Fréchetfilter zu der Folger (x,).

Dann ist | — oo, z] € JF fiir beliebig kleine x € R, es gilt also £ = —oc.



11 Weiterfuhrende Funktionentheorie

11.1 Automorphismengruppen

Seien M und N Teilmengen von C.

Es soll nun untersucht werden, wieviele holomorphe und bijektive Funktio-
nen

f:M— N
es gibt. Es ist klar, dass die Menge

Aut(M) = {f: M — N | f ist holomorph und bijektiv}

eine Gruppe bildet, sie heifit die Gruppe der Automorphismen von M.
Es ist darauf zu achten, dass die Funktionen f aus Aut(M) nicht unbedingt
linear sein miissen, stattdessen aber holomorph.

11.1.1 Satz 1

Die Gruppe der Automorphismen von C wird gebildet durch die Abbildun-
gen
f:C—=C mit f(z) = az+b

mit a,b € C und a # 0.

Die Gruppe der Automorphismen von C kann auch noch auf die Menge
C := CU {00} erweitert werden:

11.1.2 Meobiustransformationen
Sei also C := C U {oc}. Dann sind die Abbildungen
f:C — C
az—+b
cz+d

126
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mit a,b,c,d € C und ad — bc # 0 durch die Definition

et falls z€C, cz+d#0

f(z) = oo falls 2€C, cz+d=0
N a/c falls z=o00, c#0
oo falls z=o00, ¢c=0

Automorphismen von C.

Diese Funktionen heiflen Mobiustransformationen oder (gebrochen) li-
neare Transformationen in C. Sie werden beschrieben durch eine Matrix

A= <Z Z) € GL(C),

also durch eine 2 x 2 Matrizen mit Eintrédgen aus C und einer Determinante
ungleich Null.

11.1.3 Satz 2
Seien ) . y
az + a'z+
= d = -—
1) cz+d b 9(2) dz+d
zwel Mobiustransformationen. Dann ist auch
a//Z + b//
(9o =) = S

eine Mobiustransformation mit
a” b’ a b a b
<C” d//>:<c/ d/)'<cd>'

11.1.4 Folgerung

Die Mébiustransformationen von C bilden also eine Gruppe.

11.1.5 Satz 3

Seien z1, 29, z3 € C paarweise verschieden und seien w1, ws, w3 € C paarweise
verschieden.

Dann gibt es genau eine Mébiustransformationen f mit

flzrk) = wg fiir k=1,23.
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11.1.6 Beispiel 1

Sei f eine Mobiustransformationen mit

f(=1) = -1, f0) = =1 und  f(1) = 1.
Dann errdt man )
z—1

1) = —iz+1
Fiir Imz > 0 gilt | f(2)| < 1, denn es ist

)T z—i  Z+i 2|2 = 2Im z + 1
z)- f(z) = . =

—iz+1 iz+1 2|2+ 2Imz + 1
somit wird die obere Halbebene der komplexen Zahlenebende in den Ein-
heitskreis transformiert.

< 1,

11.1.7 Beispiel 2

Sei a € C mit |a| < 1 und sei

zZ—a
J(z) = 1—-az
eine Mobiustransformationen.
Fiir |z| <1 gilt |f(2)| < 1 und fiir
-1 . z+a
! (z) az+1

gilt f~1(B1(0) C B1(0), somit ist f eine Automorphismus auf dem Einheits-
kreis B1(0).

Es gilt sogar der folgende Satz:

11.1.8 Satz 4
Alle Automorphismen auf dem Einheitskreis By (0) werden gegeben durch
L zZ—a
fale) = e 1—-az

mit a € B1(0) und t € R.

11.2 Der Riemannsche Abbildungssatz

11.2.1 Definition
Seien M, N C C offen.

Fine Abbildung f : M — N heifit bitholomorph, wenn f holomorph und
bijektiv ist.
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11.2.2 Satz 1
Es gibt keine biholomorphe Abbildung

f:C — B1(0).

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Satz von Liouville.

11.2.3 Satz 2

Sei M C C offen und einfach zusammenhéngend und sei f : M — C holo-
morph und ohne Nullstellen.

Dann gibt es eine holomorphe Funktion g auf M mit
ed = expog = f.

11.2.4 Folgerung

Sei M C C offen und einfach zusammenhéngend und sei f : M — C holo-
morph und ohne Nullstellen.

Dann gibt es eine holomorphe Funktion g auf M mit
9 = r

11.2.5 Definition

Eine Menge M C C heifit offene Wurzelziehmenge, wenn M offen ist
und es zu allen holomorphen Funktionen auf M eine auf M holomorphe
Funktion g gibt mit

Beispiel

Nach der Folgerung zuvor sind also zum Beispiel offene und einfach zusam-
menh#ngende Mengen M auch offene Wurzelziehmengen.

11.2.6 Satz 3

Sei M C C eine offene Wurzelziechmenge, sei N C C offen und sei f : M — N
biholomorph.

Dann ist auch N eine offene Wurzelziehmenge.
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11.2.7 Satz 4

Sei M C C eine offene Wurzelziehmenge und sei f : M — C eine injektive,
holomorphe Funktion mit f # 0 und sei g eine Losung von g% = f.

Dann ist auch g injektiv und es gilt

g(M) N (=g)(M) = 0.

11.2.8 Lemma von Koebe
Sei M C Bj(0) eine offene Wurzelziehmenge mit 0 € M und M # B;(0).

Dann gibt es eine injektive und holomorphe Funktion f : M — Bj(0) mit
f(0) =0, fir die gilt:

zeM, z#0 = |f(2)] > |#].

Die Menge M kann also ”aufgeblasen” werden, so dass sie aber immer noch
im Einheitskreis liegt:

Abbildung 22: Zum Lemma von Koebel

11.2.9 Riemannscher Abbildungssatz

Sei M C C eine offene Wurzelziehmenge, die zusétzlich auch noch zusam-
menhéngend ist, und fiir die M # C gilt.

Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung f : M — B1(0).

Ist weiter ein a € M fest, dann gibt es genau eine biholomorphe Abbildung
f:M — B;1(0) mit f(a) =0 und f'(a) > 0.

11.2.10 Folgerung 1

Sei M C C ein Gebiet mit M # C.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) M ist einfach zusammenhéngend.
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(2) M ist eine offene Wurzelziehmenge.

(3) M ist biholomorph auf B;(0) abbildbar.

(4) Jedes f € H(M) hat eine Stammfunktion.

(5) Die Abbildung exp : H(M) — H(M) mit exp(f) = exp of ist surjektiv.

11.2.11 Folgerung 2
Ist f: C — C holomorph und injektiv, so ist f sogar bijektiv.

11.2.12 Folgerung 3

Sei M C C zusammenhingend, einfach zusammenhingend und offen und
sei f: M — C holomorph und injektiv.

Dann ist auch f(M) einfach zusammenhéngend.

11.3 Partialbruchentwicklung

11.3.1 Problemstellung
Sei M C C offen und sei P C M ohne Héufungspunkten in M.

Gibt man nun zu jedem b € P einen Hauptteil hy vor, so ist
hy : By, (b) \ {0} — C

holomorph fiir ein 1, > 0 mit B,, C M.
Einen Hauptteil hj vorgeben heifit dabei, dass man fiir jedes b € P gerade

—0o0

hy(z) = > an(z—b)"

n=—1
vorgibt.

Gesucht ist nun eine auf M \ P definierte holomorphe Funktion f, so dass
fiir alle b € P die Funktion

)
bei b eine hebbare Singularitéit hat. Ist P endlich, so ist
fz) = ) h(2)
beP

eine Losung. Das Problem soll also nun fiir nicht endliche Mengen P unter-
sucht werden.

Zunichst gilt folgendes Lemma:
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11.3.2 Lemma
Sei M C C offen und sei P C M ohne Hiufungspunkten in M.

Dann ist P endlich oder abz&dhlbar, also von der Form

P = {b, by,bs,...}.

11.3.3 Satz von Mittag-Leffler

Sei M C C offen, sei P C M ohne Haufungspunkten in M und sei fiir jedes
b € P die Funktion h; ein Hauptteil bei b.

Dann gibt es eine auf M \ P definierte holomorphe Funktion f, so dass fiir
allebe P

f—hy

bei b holomorph ergédnzbar ist.

Als Folgerungen aus diesem zentralen Ergebnis erhélt man nun die Partial-
bruchentwicklung von verschiedenen Funktionen:

11.3.4 Beispiel 1

Sei M = C, sei P =7 und sei

1 "
hn(Z) = m fiir n € 4.

Dann kann man durch den Satz von Mittag-Leffler zeigen, dass

fir alle z € C\ Z gilt.
Es handelt sich dabei um die Partialbruchentwicklung der Funktion 1/ sin z.

11.3.5 Beispiel 2

Als weiteres Beispiel erhilt man

1 ( 1 1>
mecotmz = — + + —
z Z2—n n

nez

fiir alle z € C\ Z.

Es handelt sich dabei um die Partialbruchentwicklung der Funktion cot z.
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11.3.6 Beispiel 3

Seien wy,ws € C so gewihlt, dass sie linear unabhéngig iiber R sind.

Sei weiter
L = 7Z w+7Z- wy

das periodische Gitter zu wy und ws.
Dann wird durch
1 1 1
P = — - -
6 =+ (e=op )
w#0

eine meromorphe Funktion auf C definiert mit den Hauptteilen

1

— bei we€ L.
(z —w)?

Diese Funktion heifit die Weierstraf$sche P(z)-Funktion und es gilt
Pz4+w) = P(2)

fiir alle z € C\ L und alle w € L.

11.4 Produktentwicklung

11.4.1 Problemstellung
Sei M C C offen und sei P C M ohne Héufungspunkten in M.

Bei der Produktentwicklung wurden zu jedem b € P ein Hauptteil h vorge-
geben und daraus wurde eine holomorphe Funktion erzeugt. Nun soll eine
Funktin f(z) gefunden werden, die genau bei jedem b € P eine Nullstelle
der Ordnung m;, hat.

Ist P = {b1,..,b,} endlich und soll by eine Nullstelle der Ordnung mj, sein,

So ist
n

fz) = TG —b0)™

k=1
eine Losung. Das Problem soll also wieder fiir nicht endliche Mengen P
untersucht werden.

Dazu wird zunéchst die folgende Definition eingefiihrt:
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11.4.2 Definition
Seien b, € C.
Dann heifit das Produkt

e}
JED
n=1
konvergent, wenn es ein d > 1 gibt, so dass
n
lim b, < o
iy

existiert und ungleich Null ist.

o0
Es gilt genau dann [] b, = 0, wenn es ein k € N gibt mit a; = 0.

n=1
11.4.3 Rechenregel

o0
Falls ] by, konvergent ist, dann gilt lim a, = 1.
n=1 n—oo

11.44 Satz 1

oo
Das Produkt [] b, ist genau dann konvergent, wenn es a,, € C gibt, so dass
n=1

gilt:

oo
(1) Die Summe ) a, ist konvergent.
n=1

(2) Es gibt ein k& € N, so dass fiir alle n > k gerade b, = e gilt.

Falls k£ =1 ist, dann gilt also

(o] o0
H b, = epoan.
n=1 n=0

11.4.5 Satz 2

Seien by, € C mit |b,| < 1.

o0 o0

Dann ist Y |b,| genau dann konvergent, wenn > |log(1+ b, )| konvergent
n=1 n=1

ist.

Dabei ist log der Hauptzweig des Logarithmus.



Kap.11 ~ Weiterfiihrende Funktionentheorie 135

11.4.6 Folgerung

o0
Falls die Summe ) b, absolut konvergent ist, so konvergieren auch die

n=1
Produkte - -
H(l—i—an) und H(l—an).
n=1 n=1

Die Losung des urspriinglichen Problems soll nun zunéchst fiir M = C und
einer Menge P C C ohne Haufungspunkten in C geltst werden.

Dabei sei
P = {by, by, bo,...}

unendlich mit |b,| — oo fiir n — oo und by = 0:

11.4.7 WeierstraBscher Produktsatz
Seien by, € C mit by = 0 und |b,| — oo fiir n — oo und seien m, € NU{0}.

Dann gibt es ganze Zahlen k, > 1, so dass das Produkt
st 2\ byl
R (s
lokal gleichméBlig gegen eine ganze Funktion f konvergiert.

f hat dann [héchstens] bei den b,, Nullstellen der Ordnung m,.

Zusatz

Alle Funktionen mit den vorgegebenen Nullstellen sind von der Gestalt
f-ed

mit einer geeigneten ganzen Funktion g.

11.4.8 Aligemeiner WeierstraBBscher Produktsatz

Sei M C C offen, seien b, € M ohne Haufungspunkten in M und seien
m, € NU{0} fur n > 1.

Dann gibt es eine auf M holomorphe Funktion f mit
f(z) =0 fiir z € {b1,ba,...}.

Dabei ist b, eine Nullstelle der Ordnung m,,.
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11.4.9 Beispiel 1

Durch den Weierstraschen Produktsatz lasst sich nun zeigen, dass gilt:

00 2
sinTz = 7rz-H<1—E)ez/” = WZ.H<1_ZQ>'
n n
n=1

nez
n#0

Es handelt sich dabei um die Produktentwicklung des Sinus.

11.5 Aufgaben

11.5.1 Aufgabe 1

Sei K C C ein offenes Quadrat mit dem Mittelpunkt 0 und sei
fiB1(0) = K

eine biholomorphe Abbildung mit f(0) = 0.

Zeige, dass dann fiir alle z € B;1(0) gerade f(iz) = if(z) gilt.

Losung

Es gilt f/(0) = a # 0, da f : B1(0) — K sonst bei 0 kein lokales Extrema
hétte und somit nicht bijektiv sein kdnnte.

Sei nun
g:B1(0) = K/a mit  g(z) =

Dann ist auch g biholomorph und es gilt g(0) = 0 sowie ¢’(0) = 1 > 0. Sei
weiter

h:B1(0) — K/a mit  h(z) = %g(zz)

Dann ist auch h biholomorph, da das Quadrat K durch die Multiplikation
mit ¢ nur um 7/2 gedreht wird. Es gilt auch wieder h(0) = 0 und A'(0) > 0.

Nach dem Riemannschen Abbildungssatz ist aber eine biholomorphe Ab-
bildung in den Einheitskreis mit diesen Eigenschaften eindeutig bestimmt,
somit folgt g = h, es gilt also

flz) _ 1f(iz)

o) = soiz) e LD o 2SE

somit gilt gerade f(iz) = if(z) fur alle z € B1(0).

I

11.5.2 Aufgabe 2

Benutze die Produktentwicklung des Sinus um eine Produktdarstellung fiir
(1) g und (2) V2.

zu finden.
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Losung Teil 1

Die Produktentwicklung des Sinus ist
i = 7z 1- =),
sinmz Tz H ( n2>
Fiir z = 1/2 folgt also
T T 1 T or [(4n® —1
1 = i — = — 1 _— = —
o T 9 Hl< 4n2) 2 H( An? )

_ ;rﬁ ((2n+11)7§22n—1)>‘

n=1

Somit gilt gerade

oo

2 - ,Hl<<2n+f>n<22"‘”>7

diese Darstellung von 7 /2 heifit auch Wallis Produkt.

Losung Teil 2
Fir z =1/4 gilt

2 = /16n%2 —1
—\f = Sln— =T | | = . | I 7672 :
2 1o 16n2 4 1L\ 16n?

Somit folgt nun nach Teil (2) gerade

(%)

(s m—n) I ()
(e

2(an + 1)( 4n—1)> _ ﬁ<(4n+5)(4n+3)>'

4(2n+3)(2n+1)

V3 -

I
ﬁ',:]gﬁ,’:]éz bo| =

16n%2(2n+1)(2n — 1)
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