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Bezeichnungen

Es sollen zunéchst einige Bezeichnungen und Konventionen festgelegt wer-
den, die im Folgenden verwendet werden.

Die Potenzmenge einer Menge A wird mit P(A) beschreiben, die Méachtigkeit
von A mit |A], also

|A] = Anzahl der Elemente aus A.
Fiir die Differenz zweier Mengen A und B gilt
A\B = {r € A|x ¢ B}.

Die Vereinigung ist AU B und der Durchschnitt A N B. Weiter beschreibt
A® oder A das Komplement 2\ A und

AAB = A\BU B\ A.

ist die symmetrische Differenz.

A B

Abbildung 1: Veranschaulichung der symmetrischen Differenz.
Sei f: M — N eine beliebige Abbildung. Fiir ein n € N schreiben wir dann
(f =n) == {f=n} = {me M| f(m)=n}
Fiir f: N — N mit f(z) = 22 gilt also zum Beispiel

(f=4) = {f=4} = {zeN[[f(z)=4} = {-2,2}.



1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Laplace Verteilung

Grundlegende Definitionen

Es sei stets
Q = {wl, W,y ...y wn}

eine beliebige endliche Menge, der Grundraum. Die w; heiflen Elementa-
rereignisse und sind alle gleich wahrscheinlich. Teilmengen von €2 heiflen
Ereignisse. Der Grundraum € selber heifit das sichere Ereignis und ()
ist das unmdgliche Ereignis.

Seien nun A; beliebige Ereignisse, also A; C €. Dann gilt die DeMorgan-
sche Regel

C C
<U Ai> = ﬂ AY und (ﬂ Ai> = U A,
icl icl i€l icl
dabei ist I eine endliche Indexmenge.
Beispiel 1.1.1
Beim Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel gilt

Q= {1,2,3,4,5,6}.

Ein Ereignis A ist also zum Beispiel gerade Augenzahl, also A = {2,4,6}.

Definition 1.1.2
Sei Q ein Grundraum und sei P(2) die Potenzmenge von 2. Die Abbildung
P:?(Q) — [0,1]
A — [A]/I€Q]

heifit die Laplace Verteilung oder Gleichverteilung auf Q). Es gilt also
P({w;}) = 1/n fiir alle Elementarereignisse w;.

(Q, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum.
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Definition 1.1.3
Sei 2 ein Grundraum und sei P(§2) die Potenzmenge von Q. Eine Abbildung
P:P(Q) —[0,1]

heifit ein Wahrscheinlichkeitsmajf$, wenn P die folgenden Eigenschaften
besitzt:

(1) P(Q2) =1.

(2) P(A) >0.

(3) Aus A, B C P(Q) und AN B = () folgt P(AU B) = P(A) + P(B).
Die Laplace Verteilung ist also ein mogliches Wahrscheinlichkeitsmafl. Um
damit nun wirklich Wahrscheinlichkeiten ausrechnen zu kénnen, wir Kom-
binatorik benétigt, dazu dienen die folgenden Definitionen.

Der Binomialkoeffizient

Der Binomialkoeffizient fiir zwei ganze Zahlen 0 < k < n wird definiert

durch
n\ n!
(k) IR (n— k)

Der Name stammt von der Bitnomischen Formel
" /n

n __ k n—k

(z+y)" = kz(](k):cy )

Diese Formel ergibt sich, indem man z; =22 = .. =2, =z und y; = yo =
.. = Yn = y setzt, man erhilt dann

(x+y)" = (w14+y1)(x2+y2) ... (Tn + yn)-

Wendet man nun Kombinatorik auf die Anzahl der 2 und der y beim Aus-
multiplizieren an, so erhélt man gerade die beschriebene Formel.

Als Folgerungen ergeben sich nun:

(1) Setzt man x =y = 1, so ergibt sich sofort

k=0

(2) Setzt man x = —1 und y = 1, so ergibt sich sofort
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(3) Leitet man die Binomische Formel ab und setzt dann wieder z = y = 1,

so ergibt sich
n
S(}) =
k=0

Definition 1.1.4
Sei 2 = {w1,..,wy} ein Grundraum. Dann gilt:

(1) Die Menge der (k,n) Permutationen mit Wiederholung ist

OF = {(z1,..,x) | 7 € Q).
(2) Die Menge der (k,n) Permutationen ohne Wiederholung ist
Permi () = {(z1,..,2x) | 2 € Q, @i #x, Vi # j}.
(3) Die Menge der (k,n) Kombinationen mit Wiederholung ist

Komp (2, m.W.) = {(wiy,..,wi,) | i1 < .. < i}

(4) Die Menge der (k,n) Kombinationen ohne Wiederholung ist

Komp () = {(wiy,.,wi) |1 <. <ix} = {ACQ||Al =k}

Satz 1.1.5
Sei Q = {w1,..,wy} ein Grundraum. Dann gilt:
|Qk’ = nkv
|Perm2 ()] = (n)y == n-(n—1)-...-(n—k+1),
Kom}(Q, m.W.)| = (” +Z - 1),
womp(@) = ()
k
Beweis
Es gilt
OF = OxQx...xQ,
damit ergibt sich sofort |Q¥| =n-n-..-n=nk

Bei den (k,n) Permutationen ohne Wiederholung gibt es fiir die erste Kom-
ponente n Wahlmoglichkeiten, fiir die zweite n — 1, fiir die dritte n — 2
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und so weiter. Fiir die kte Komplonente erhalten wir schliellich n — k + 1
Moéglichkeiten, also gilt

|[Permi ()] = n-(n—=1)-...-(n—k+1) = (n).

Jede (k,n) Kombination ohne Wiederholung liefert genau k! verschiedene
(k,n) Permutationen. Damit ergibt sich
|Perm}! (£2)| nn—1).(n—k+1) (n—k)!

[Kom} (2)] = WMo Kl k)

- wow - ()

Es soll nun von den (k,n) Kombinationen ohne Wiederholung auf die (k,n)
Kombinationen mit Wiederholung geschlossen werden. Sei dazu

* Pp—
Q" = {wi, . Wn, Wity -y Wnak—1 1

es wurden also n — 1 kiinstliche Variablen eingefiihrt. Damit gibt es eine
bijektive Abbildung

Komy (©2,m.W.) — Komj(Q2")
(wi17"7wik) = (wi1awi1+17”7wik+k—l)
und es ergibt sich damit wieder

Kom(Q, m.W.)| = (”*k_ 1>,

k

was die Behauptung zeigt. O

Bemerkung 1.1.6

Die Menge der (k, n) Kombinationen mit Wiederholung ist isomorph zu einer
mehrfachen Besetzung, also

Komi (Q,m.W.) = Dy = {(xl,..,:cn) ) x; € {0,1,..,k}, Z:Ul = k}
i=1

Die Menge der (k,n) Kombinationen ohne Wiederholung ist isomorph zu
einer einfachen Besetzung, also

Komp(Q) = CF = {(:cl,..,xn) ‘ z; € {0,1}, Zml = k:}
i=1

Cp und D} lassen sich als Besetzungszahlen interpretieren, wenn man £
Kugeln auf n Zellen verteilen mochte. Es ergibt sich also sofort wieder

" n n n+k—1
cl = (3) wa o= (")
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Das Zellen- und das Urnenmodell

Die beiden elementaren Anwendungen dieser Kombinatorischen Uberlegun-
gen sind das Zellen- und das Urnenmodell:

Das Zellenmodell

Es sollen k£ Kugeln auf n numerierte Zellen verteilt werden.

S ||
t2fsfal b D0 01T (nl

Abbildung 1.1: Das Zellenmodell.

(1) Es gibt n* Moglichkeiten, um k unterscheidbare Kugeln mit Mehrfach-
besetzung auf n Zellen zu verteilen.

(2) Es gibt (n); Moglichkeiten, um k unterscheidbare Kugeln ohne Mehr-
fachbesetzung auf n Zellen zu verteilen.

(3) Es gibt ("+£_1) Moglichkeiten, um k& ununterscheidbare Kugeln mit
Mehrfachbesetzung auf n Zellen zu verteilen.

(4) Esgibt (Z) Moglichkeiten, um k ununterscheidbare Kugeln ohne Mehr-
fachbesetzung auf n Zellen zu verteilen.
Das Urnenmodell

Aus einer Urne mit n numerierten Kugeln sollen nun & Kugeln gezogen
werden.

@ O
®@@))@

Abbildung 1.2: Das Urnenmodell.

(1) Es gibt n* Moglichkeiten, um & Kugeln in Reihenfolge mit zuriicklegen
zu ziehen.

(2) Es gibt (n); Moglichkeiten, um k Kugeln in Reihenfolge ohne zuriick-
legen zu ziehen.
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(3) Es gibt ("ﬂlz*l) Moglichkeiten, um k& Kugeln one Reihenfolge mit

zuriicklegen zu ziehen.

(4) Esgibt (Z) Moglichkeiten, um k Kugeln ohne Reihenfolge ohne zuriick-
legen zu ziehen.

Beispiel 6 aus 49

Um die Anzahl der Moglichkeiten beim Spiel 6 aus 49 zu berechnen, wen-
den wir das Urnenmodell mit einer Urne mit 49 numerierten Kugeln an,
aus welcher 6 Kugeln ohne Reihenfolge ohne zuriicklegen gezogen werden.
Demnach gibt es genau

49
(6) = 13983816

Moglichkeiten.

Beispiel Sehtest

Bei einem Sehtest werden 3 Karten vorgelegt, die jeweils eine der Ziffern
aus 2 = {0,1,..,9} im Rot-Griin-Kontrast zeigen. Es sollen nun berechnet
werden, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein farbenblinder Proband
mindestens zwei richtige Antworten nennt. Dazu kann die Laplace Verteilung
genutzt werden, da der Proband beliebig raten wird.

(1) Die Karten werden nacheinander gezogen und danach wieder zuriickge-
legt. Dies entspricht dem Urnenmodell, indem 3 Kugeln in Reihenfolge
mit zuriicklegen gezogen werden. Wir haben

Q = {0,1,...,9}3,  also |Q] = 1000.

Es seien (a1, a9, a3) die gezeigten Karten. Insgeamt wéhlt der Proband
nun zufillig ein Elemente aus 2; aus. Es sei nun A; die Menge der
Moglichkeiten, bei der mindestens zwei richtige Antworten gegeben
wurden. Es gilt

A = {(al,ag,ag)} U {(al,ag,wg) ‘ w3 75 a3} U
{(a1,w2,a1) | w2 # az} U {(w1,a2,a1) [ w1 # a1}

Es folgt |A1| = 1+9+9+9 = 28, somit wurden mit einer Wahrschein-

lichkeit von \A | 08
P(A) = 21— =2 _ 93
(41) | 1000 i’

mindestens zwei richtige Antworten erraten.
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(2) Die Karten werden wieder nacheinander gezogen, aber danach nicht
zuriickgelegt. Damit haben wir

Qy = Permi’(Q), also | = 10-9-8 = 720.

Die Menge As der Moglichkeiten, bei der mindestens zwei richtige
Antworten gegeben wurden, ist nun

Ay = {(al,ag,ag)} U {(al,ag,W3) | ws 7é ai, 1= 1,..,3} U
{(al,wg,al) | w9 75 a;, 1= 1,..,3} U
{(wl,ag,al) | w1 75 a;, 1= 1,..,3}.
Damit folgt [Aa| =1+ 747+ 7= 22, also

| As| 22
P(Ay) = 220 — 22+ 3.06%.
(Az) N =0 3.06 %

(3) Die drei Karten werden nun gleichzeitig gezeigt, der Proband nennt
also nur 3 Ziffern ohne Zuordnung. Damit ergibt sich

Q3 = Komi’(Q), also Q3] = (130> = 120.

Die Menge As der Moglichkeiten, bei der mindestens zwei richtige
Antworten gegeben wurden, ist nun

Az = {(al,ag,ag)} U {(al,ag,wg) | w3 7é a;, 1t=1, ..,3},
also |Az| = 1+ 7. Wir erhalten somit eine Wahrscheinlichkeit von

A 1
Al 8 Gee%.

Pids) = Qs — 120 15

Beispiel Hashing

Beim Hashing sollen k Daten zufillig auf n Felder verteilt werden, dabei gilt
k < n und es sind Kollisionen moglich, das heifit es kénnen mehrere Daten
in ein Feld abgelegt werden. Es sei nun Ay, ,, die Menge aller Kollisionen und

Q= {(x1,.xp) |1 <z, <m, i=1,.,k}.
Betachten wir die Menge ohne Kollisionen, so erhalten wir
Ak(“tn = Permy(Q).

Die Wahrscheinlichkeit fiir keine Kollision ist also

[Permy ()| (n)k
P(Af,) = |Qk| =
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Draus ergibt sich nun die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kollision:
_ cy o (n)k
Es soll nun noch untersucht werden, wie k zu wéhlen ist, um bei einer

vorgegebenen Wahrscheinlichkeit p €]0, 1] keine Kollision zu haben. Dazu
wird die folgende Approximation durchgefiihrt:

k—1 . k—1 . k—1 .
n—1 ) 3
i=0 =0 =0
k-1 .
i —k(k—1)
< exp <— Z ) = exp () .
—n 2n

Die Ungleichung kommt daher zustande, dass log(l — z) < —x fir jedes
x €]0,1] gilt. Wir haben nun

Wahlt man also

b~ /log(p)] - 2n,

so kommt es mit einer Wahrscheinlichkeit von p zu keiner Kollision.

Beispiel Qualitatskontrolle

Bei einer Lieferung von n Waren werden zur Kontrolle zufillig eine Probe
von k herausgenommen. In der Lieferung sind s < n defekte Waren enthal-
ten.

Es soll nun untersucht werden, wie grofl die Wahrscheinichkeit dafiir ist, dass
in der Probe r defekte Waren vorgefunden werden.

Sei nun
Q={l,...,s,s+1,...,n},

dabei bezeichnet D = {1, .., s} die s defekten und I = {s+1,..,n} dien—s
intakten Waren. Sei nun weiter

Q= Kom(Q).

Die Menge A, der Moglichen Kombinationen fiir r defekte Waren ergibt sich
nun aus
A, = {Ae | |[AND|=r}
= {Ae ||[AnD|=r, |ANI|=k—1r}
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Damit ergibt sich die folgende Wahrscheinlichkeit fiir » defekte Waren in
den k Probewaren:

P(Ar) _ (r) 'Tgk’—r) )
(&)
Qualitatskontrolle als 6 aus 49
Auch mit der Qualitiatskontrolle lésst sich 6 aus 49 Problem l6sen:

Wir haben n = 49 Kugeln. Von denen werden k£ = 6 gezogen und es gibt
auch genau s = 6 defekte, also in diesem Falle richtige, Kugeln. Um die
Wahrscheinlichkeit fiir die 6 richtigen zu erhalten, miissen also auch die
r = 6 richtigen Kugeln in der Ziehung enthalten sein.

Damit ergibt sich

6\ (43
: 1
P4, = 49(o) _ L
(s) (s)
Der folgende Satz soll nun die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten von
Vereinigungen von Mengen vereinfachen.

Satz 1.1.7 (Siebformel)

Sei P eine Laplace Verteilung auf Q = {w1,..,w,} und seien Ay, .., 4,, C Q.

Dann gilt
P (U A,-) = > (e Yo (ﬂ A,-)
i=1 k=1 IC{1,..,n} el
|I|=k
= Y P(A) — Y P(AiNA4;) +
i=1 1<J
D PANANA) — .. 4 (1) P(A1N . N Ay).
1<j<k
Beweis

Es reicht zu zeigen, dass die Méchtigkeit der beiden Mengen gleich ist, dazu
betrachten wir alle w € Q.

Gilt w & U}, A;, so erhalten wir auf der linken wie auf der rechten Seite
der Gleichung einen Beitrag von 0. Gilt w € [J;"; 4;, so ergibt dies auf der
linken Seite einen Beitrag von 1. Es bleibt also zu zeigen, dass wir dann auch
auf der rechten Seite einen Beitrag von 1 erhalten.

Seien dazu A;,, .., A;, genau diejenigen Mengen, in denen w enthalten ist.
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Damit ergibt sich

STIPA)] = D IP(ANA )| + ...+ (D)™ P(A NN Ay
=1 0,7

i#]

= (1)) ()

k k
i(F ik
- () = -xen(]) -
i=1 i=0
dabei wurde die Folgerung (2) der Binomischen Formel von Seite 5 verwen-
det. O

Beispiel Rencontre Problem
Sei
Q= {r|7:{1,..,n} = {1,..,n}} = Perm;({1,..,n}).
(©, P) sei nun ein Laplace Experiment der zufilligen Anordnung. Es soll

untersucht werden, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit einer fixpunktfreien Per-
mutatin ist, also

A= {reQ|n@)#ifuri=1,..,n}

Es ist einfacher mit dem Komplement zu rechnen. Sei dazu
B, = {meQ|n@i)=1i}, also AC = UBi'

Es gilt || = n! und |B;| = (n — 1)}, also
1

Fir B; N By gilt |B; N B;| = (n — 2)!, also

ot

n(n—1)

und so weiter. Damit kann nun die Siebformel angewendet werden:

P(A) = 1-PA% = 1—P<OBi>
=1

P(BZ ﬂBj) =

= 1= P(B)—> PBiNB))+...+(-1)" 'P(A1n..NAp)
1 n 1 n\ 1
= 1-n-— -+ (=D )=
" n+<2>n(n—1) +(=1) <n>n‘
1 1 g P
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Die folgende Abschitzung dient dazu, wie genau e~ die Wahrscheinlichkeit
P(A) approximiert:

1
(n+1)V

> (g

fiir n = 4 erhélt man also eine Abweichung von maximal 0.84 %.

<

Mit dieser Methode lésst sich die Eulersche Zahl e also auch recht gut ex-
perimentell bestimmen.

1.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Der Begriff des Wahrscheinlichkeismafles soll nun auch auf abzéhlbare Men-
gen ) verallgemeinert werden, dazu zunéchst die folgende grundlegende De-
finition.

Definition 1.2.1
Sei  ein nicht leerer Grundraum.

Eine Abbildung f : Q — [0, 1] heifit Zédhldichte oder Zihlfunktion auf (Q,
wenn es eine abzéhlbare Menge Qo C Q gibt, fiir die gilt:

(1) Esist {f #0}:={we Q| f(w) #0} C Q.

(2) Esist )5 cq, flw) =1,

Eine Abbildung P : P(Q) — [0, 1] heiit diskretes Wahrscheinlichkeits-
mafl auf 2, wenn es eine Zahldichte f auf € gibt, so dass fiir alle A C
gilt:

P(A) = ) fw) = Y [fWw)

weEA weANQ
(Q2, P) heifit dann diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung

Zu einer Zihldichte gibt es immer genau einen diskreten Wahrscheinlich-
keitsraum und umgekehrt.

Bernoulli Verteilung
Sei 2 = {0,1} und sei ¥ € [0, 1].

Durch f(0) =1 — 9 und f(1) = 9 wird dann eine Z&hldichte f auf  de-
finiert. Das zugehorige diskrete Wahrscheinlichkeitsmaf ist dann die Ber-
noulli Verteilung mit dem Parameter 9.

Schreibweise: L(1, ).
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Binomialverteilung
Sei 2 ={0,1,..,n} und sei ¥ € [0,1].

Dann wird durch

7

Fi) = (”) Pl -9 fir ieQ
eine Zahldichte f definiert, denn nach der Binomischen Formel gilt
n n n . '
) = P(L=N)"" = P+1-9)" = 1.
S50 = o (G)ra-ar = 0e1-0)

Das zugehorige diskrete Wahrscheinlichkeitsmafl ist die Binomialvertei-
lung mit den Parametern n und 4.

Schreibweise: L(n, 9).

L(n, V) liefert also gerade die Anzahl der Erfolge bei n unabhéngigen Expe-
rimenten mit der Erfolgswahrscheinlichkeit von ¢ fiir jedes Experiment.

Miinzwurf

Bei einem vierfachen Miinzwurf ist also Q = {0,1,2,3,4} und ¢ = % Damit
ergibt sich

4

) = 0.0625,

f) = f(3) = 4- (;)4 = 0.25,
f2) = 6'@)4 = 0.375.

Hypergeometrische Verteilung

Sei P = H(n, s, k) ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf} wie im Beispiel der
Qualitétskontrolle auf Seite 11. Dann wird durch

() - G=)
fr) = ok
(x)

eine Zahldichte definiert, dabei gilt

max{0,k + s —n} < r < min{k,s}.
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Poisson Verteilung
Sei @ = NU {0} und sei A > 0.

Dann wird durch

)\i
f) = Set fir i€
i!
eine Zahldichte f definiert, denn es gilt
o A A
Zf(z) = Zﬁe_ = e'e " = 1.
i=0 i=0

Das zugehorige diskrete Wahrscheinlichkeitsmaf ist die Poisson Vertei-
lung P()\).

Seltene Ereignis Versuch

Beim seltene Ereignis Versuch von Rutherford und Geiger werden die Anzahl
der « Teilchen in gewissen Zeitabsténden beim radioaktiven Zerfall gemes-
sen.

Fin Zeitabschnitt sei 7.5 Sekunden lang und n; sei die Anzahl der Zeitab-
schnitte mit ¢ zerfallenen « Teilchen. Experimentell wurde mit n = 2608
gemessen:

ilo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n; |57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 16

Tabelle 1.1: Anzahl der zerfallenen o Teilchen.

Dabei gilt nun

A = = mit A= =E=0"" &~ 3.87.
n n
Der Wert A gibt also gerade die durchschnittliche Anzahl der pro Zeitinter-

vall zerfallenen o Teilchen an.

Satz 1.2.2 iiber seltene Ereignisse

Sei (U5, )nen eine Folge von reellen Zahlen mit 9 €0, 1] fiir alle n € N und
mit
lim nd, = XA > 0.

n—oo
Weiter seien f,, die Zdhldichten der Binomialverteilungen P, = L(n,d,),
die auf Q = N U {0} definiert sind, und es sei f die Zahldichte der Poisson
Verteilung P = P()\), auch auf Q@ = N U {0} definiert.

Dann gilt
lim f,(i) = f(i) fiir alle i € Q = NU{0}.

n—oo
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Bemerkung

Dieser Satz besagt also: Fiir n unabhéngige Experimente mit einer Erfolgs-
wahrscheinlichkeit von ¢ = % ist die Anzahl der Erfolge gleich P(\).

Mit Satz 1.2.2 wurde nun punktweise Konvergenz gezeigt, es gilt jedoch auch
gleichméfBige Konvergenz:

Satz 1.2.3

Sei (U5, )nen eine Folge von reellen Zahlen mit 9 €0, 1] fiir alle n € N und
mit
lim nd, = XA > 0.

n—oo

Weiter seien P, = L(n,?,) die Binomialverteilungen und P = P(X) die
Poisson Verteilung.

Dann gilt
sup [ Pa(A) = P(A)] "= o
ACNU{0}

Dieser Satz folgt aus 1.2.2 und aus dem folgenden Lemma:

Lemma von Scheffé
Seien f, und f Ziahldichten auf Q und Qg ein abzihlbarer Trager.

Wenn f,,(w) — f(w) fiir n — oo fiir alle w € £, dann gilt auch

S falw) = F@)] "2 0.

w€eN

Satz 1.2.4
Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2. Dann gilt:

(1) P(A®) =1— P(A) fiir alle A C Q.
(2) Fir A C B folgt P(A) < P(B). Diese Eigenschaft heifit Isotonie.

(3) P ist o-additiv, das heift fiir paarweise disjunkte (A;);eny C Q gilt

P(L_JlAz) = le(Al-).

(4) Es gilt P(Q) = 1.
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Beweis
Esist P(2) =) cq f(w) =1, somit wurde (4) gezeigt. Weiter ist
1 =PQ) = ) fl@=) flw+ ) flw = P(4)+PA)

weN weA wEAC

und (1) ist damit klar. Sei nun A C B und B = AU (B \ A). Damit folgt

P(B) = Y flw) = Y fw+ Y flw) = P(A)+P(B\A) > P(A),

w€e€B w€eA weB\A

also gilt auch (2). Nach dem Umordnungssatz folgt weiter

P(U1A> = Y fw =D D fw] = Z}P(An

wGU;’il A; =1 wEA;

und auch (3) wurde gezeigt. O

Definition 1.2.5
Sei Q ein Grundraum, sei P(2) die Potenzmenge von 2 und sei
P:P(Q) —[0,1].

P heiBt genau dann Wahrscheinlichkeitsinhalt auf P(Q2), wenn P additiv
ist, wenn also fiir disjunkte Mengen A C € gerade P(AUB) = P(A)+ P(B)
gilt.

P heifit genau dann Wahrscheinlichkeitsmaf auf P(2), wenn P o-additiv
ist, wenn also fiir paarweise disjunkte (A;);eny C

(04) - S
i=1 i=1
gilt.

Bemerkung
Damit gilt nun:

Ist P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2, dann ist P genau dann
ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf P(€2), wenn P o-additiv ist.

Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf P(2), dann ist P genau dann ein dis-
kretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, wenn P diskret ist, wenn es also eine
abziahlbare Menge Qo C Q gibt mit P(€g) = 1.

Weiter soll nun untersucht werden, was Wahrscheinlichkeitsmafle von Wahr-
scheinlichkeitsinhalte unterscheidet.
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Satz 1.2.6
Sei P : P(Q2) — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf P(2). Dann gilt

(1) Fiir A C B folgt P(A) < P(B).
(2) Fir (4)i<i<n € P(Q) folgt
P (CJ Az) < f:P(Ai).
i=1 i=1

(3) Fiir paarweise disjunkte (4;)1<i<oo € P(Q) folgt
P (U AZ-) > ) P(A).
i=1 i=1

P heifit damit o-superadditiv.

Satz 1.2.7

Sei P : P(Q) — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf P(£2). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) P ist o-additiv, also ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf P(£2).
(2) P ist stetig von oben, das heift es gilt fiir A,, | A gerade P(A,) | P(A).

(3) P ist stetig von unten, das heifit es gilt fiir A, T A gerade P(A,) 1
P(A).

(4) P ist stetig in (), das heifit es gilt fiir A,, | @ gerade P(A,,) | 0.

(5) P ist o-subadditiv, das heifit
P (U Ai> < ) P(A).
i=1 i=1

Ist P zusétzlich noch diskret, dann gelten auch noch die folgenden zusétzli-
chen Aquivalenzen:

(6) Es gilt ¥, P({w}) = 1.

(7) Esgilt Y .4 P{w}) = P(A) fiir alle A C Q, P ist also ein diskretes
Wahrscheinlichkeitsmafl auf .
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Beispiel Dirac Mal}

Sei w € Q fest und sei

N 1 wenn W =w
f) = {O wenn W #w

Dann ist f offensichtliche eine Z&hldichte und das zugehorige Wahrschein-
lichkeitsmaf} heiflit Dirac Majs:

bu(A) = Y fW) = law)

w'eA
mit der Indikator— oder charakteristischen Funktion

La(w) = 1 wenn we A
AW = 0 wenn wgA ’
Satz 1.2.8 (Renyi Prinzip)

Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Z&hldichte f.

Dann gilt

P(A) = Y f(w)du(4).
we
P ist dabei o-additiv, also konvex fiir unendlich viele Summanden.

Seien weiter A; C Q und a; € R fiir 1 <4 < n sowie ¢ € R so gewihlt, dass
n
ZaiAAi (w) > ¢ fiir alle w € Q.
i=1
Dann gilt fiir alle diskrete Wahrscheinlichkeitsmafle P
n
i=1
Der zweite Teil dieser Satzes gilt auch fiir Gleichheit, also fiir = c.

Beweis

Der erste Teil ergibt sich nach
P(A) = Y flw) = Y fllaw) = Y f(w)du(A),
weA weN weN
der zweite Teil folt nach den Voraussetzungen aus

SaPA) = Y a Y f@0u(A) = 3 fw) Y aibu(4)
=1 =1 1=1

= weN weN
< Z f(w) ¢ =0,
we
womit der Satz gezeigt ist. a
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Satz 1.2.9 (Siebformel fiir diskrete WahrscheinlichkeitsmaBe)
Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 und seien A1, .., A, C €.

Dann gilt ganz analog zur Siebformel fiir Laplace Verteilungen

00) - 5 20

k=1 Ic{1,..,n} i€l
|I|=F
= Y P(A) — Y P(Ain4;) +
i=1 i<j
Y P(AINA;NAL) — ...+ (-1)"'P(A NN Ay).

i<j<k

Beispiel asymptotische Dichte

Sei 2 = N und sei

v o= {S C N | der Grenzwert lim w

existiert} .
Nach dieser Definition gilt fiir v:
(1) Mit A € v folgt A® € ~.
(2) Fiir disjunkten A, B € v folgt AU B € 7.
(3) Mit Acyund k e Nfolgt A+ k={a+k|aec A} €.

Sei weiter P(S) gerade der Grenzwert, also

P(S) = lim M

n— oo n

Dann liegen die folgenden Mengen in 7y, der Grenzwert existiert also:
(1) Fiir S € N mit |S] < oo gilt P(S) = 0.
(2) Fiir S € N mit [SY] < oo gilt P(S) = 1.
(3) Fiir Ay = {n € N | k teilt n} gilt P(Ay) = 1/k.

(4) Fiir Ap = {p € N | p ist Primzahl} folgt nach dem Primzahlsatz von
Gaufl P(A4p) = 0.

(5) Fiir n paarweise unterschiedliche Primzahlen p; gilt nach (3) fir

k n
AHleApi = ﬂ Ap, gerade P (Q Am) = [[lP(Api).
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(6) Fiir Cy, = {m € N | m und k sind teilerfremd} mit k =[], p;* folgt
o 1
ricy) =[] (1—).
i=1 pi
Definition 1.2.10

Seien (21, P1) und (g, P») diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume mit den Z#hl-
dichten f; und fo. Sei nun Q = Q1 x Qy und f(wi,w2) = fi(w1)fa(we) fur
(w1, w2) € Q.

Dann ist f eine Zédhldichte auf 2 und das zughorige diskrete Wahrschein-
lichkeits P = P; ® P» heifit Produktmajf8 von P; und Ps.
Bemerkungen

(1) Sei 2, C Q; ein abzihlbarer Tréger von P; fiir ¢ = 1,2. Dann ist auch
Q) x Qf, C Q ein abzihlbarer Tréiger von P} @ P.

(2) Analog kann die Situation auch fiir mehr als zwei Produkte durch-
gefithrt werden.

(3) Derartige Produktexperimente bendtigt man zur Modellierung von
Versuchswiederholungen.

Proposition 1.2.11

Fiir zwei diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume (Q;, P1) und (Qg, P2) ist P =
P ® P, das eindeutig bestimmt Produktmafl auf €2 = €4 x Q9 mit

P(Al X Ag) = Pl(Al) . PQ(AQ)

fir alle A; C 7 und Ay C Q.

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 1.3.1
Sei (2, P) ein disktreter Wahrscheinlichkeitsraum und sei B C €.
Fiir P(B) > 0 heifit dann

P(ANB)

PAIB) = —p

fiir alle A C Q die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B. Falls
P(B) =0, dann gelte P(A|B) := P(A).



Kap. 1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume 23

Bemerkung

Nach dieser Definition bedeutet P(A|B) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
A eintritt, unter der Bedingung, dass auch die Vorinformation B eintritt.

Beispiel Familie

Wir betrachten eine Familie mit zwei Kindern, mindestens ein Kind ist ein
Médchen. Es soll nun geklédrt werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit auch
das zweite Kind ein M&dchen ist.

Es stehe J fiir Junge und M fiir Méddchen. Weiter sei
Q = {J,M}2 - {(‘LJ)’ (J,M), (M’J)7 (M7M)}

und wir betrachten die Laplace Verteilung P. Wir suchen nun die Wahr-
scheinlichkeit von A = {(M, M)} under der Vorinformation B, welche durch
die folgende Menge beschrieben werden kann:

B = {(J,M), (M,J), (M,M)}.
Damit erhalten wir

P(A|B) = 13(;1(;)3) -

ENIOCI N
w

Proposition 1.3.2

Sei wieder (€2, P) ein disktreter Wahrscheinlichkeitsraum und sei B C 2 mit
P(B) > 0.

Dann ist
P(-,B):P(Q) — [0,1]

ein Wahrscheinlichkeitsmafl und heifit bedingte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von P unter B.

Beweis

Zunéchsteinmal gilt

_ P(QNB) _ P(B) _
PB) = —p5 = B —

Weiter muss noch gezeigt werden, dass P(-, B) o-additiv ist. Seien dazu
(A4;)ieny C Q paarweise disjunkte Teilmengen. Dann folgt aus der o Additi-
vitdt von P gerade

p<[°in B) _ PUXA)NB) _ P(UE 4inB)
i=1

P(B) - P(B)
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Z“Jf((g)i NB) _ S pram),

=1

also ist auch P(-, B) o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaf}. O

Satz 1.3.3

Sei P eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung und seien A, B, A;, B; C
fiir ¢ € N und dabei B; paarweise disjunkt. Dann:

(1) Es gilt die Bayessche Formel

P(A|B) = P(B|A) - ——.
(2) Es gilt die Multiplikationsformel

P ((n] AZ-) = P(A1)-P(As|Ay)-P(A3|A1NAs)-.. - P(An]A1N..NAp_1).
=1

(3) Fiirein A C |J;2, B; gilt die totale Wahrscheinlichkeit

= P(A|By)P(By
P(A) = ;P(A\Bi)P(BZ-) und  P(Bi|A) = Zi’ii P|(A\)B,~()P()Bi)'
Beweis
Zunichst zu Teil (1). Fir P(A) =0 gilt
P(ANB) _ P(4)
P(B) — P(B)

also wie behauptet P(A|B) = 0. Fiir den zweiten Spezialfall P(B) = 0 folgt
nach Definition

P(AIB) =

=0,

P(A|B)-P(B) = P(BJA)-P(A).
Betrachten wir nun die Falle mit P(A) > 0 und P(B) > 0. Dafiir gilt

P(A) _ P(BNA) P(A) _
PBIA) 55 = “pay p) = PAB)

Nun zu Teil (2). Es gilt gerade

P(A) -] P(Ail AN .0 Ais)
1=2
_ pay. PAIN4) PAINANA)  P(AiN.NA)
N YTP(AY) P(AiN4) U PAIN.NA,)

= P(AIN.NA,),
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womit auch die Multiplikationsformel gezeigt wurde. Bei der totalen Wahr-
scheinlichkeit gilt aufgrund der o Additivitdt von P

i=1 i=1
S P(ANB) = iWP(B» =S PAIBP(B).
i=1 i=1 ¢ i=1

Kombiniert man nun dieses Ergebnis mit Teil (1), so erhdlt man auch die
zweite Aussage zur totalen Wahrscheinlichkeit. O

Beispiel Gefangene

Es gibt drei Gefangene A, B und C, von denen einer freigelassen wird. Der
Wirter darf den einzelnen Gefangenen nicht sagen, ob er freigelassen wird. A
erfahrt aber vom Warter, dass C' nicht freigelassen wird. Es soll nun geklért
werden, ob die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass A freigelassen wird, weiterhin
1/3 ist, da die Entscheidung bereits feststand, oder ob die Wahrscheinlich-
keit nun 1/2 ist, da entweder A oder B freigelassen wird.

Wir schreiben Fl4, Fg und F dafiir, dass der jeweilige Gefangene freigelas-
sen wird, und G g und G¢ dafiir, dass B bzw. C weiterhin gefangen bleibt.
Die vorliegende Situation zeigt nun die folgende Abbildung:

Fy 3 Fp 3 Fc
3.,/\2 N y
Gz Gc Gc Gs

Abbildung 1.3: Beispiel Gefangene.

Nach der totalen Wahrscheinlichkeit folgt nun
P(Go|Fa)P(Fa)

P(F4|G =
(FAlGe) = P(GolFa P(Fa) + P(GolFo) P(Fp) T P(GolFo) P(Fo)
_ 33 _1
1 1 1 .
§‘§+§+0 3

Beispiel Diagnose einer Krankeit

In einer Vorsorgeuntersuchung wird auf eine Erkrankung untersucht. Der
Anteil der Kranken Testpersonen ist ﬁ. Der Test ist mit einer Wahrschein-
lichkeit von 94 % negativ (N), wenn keine Erkrankung vorliegt (K¢). An-
derherum ist der Test mit einer Wahrscheinlichkeit von 96 % positiv (N¢),
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wenn eine Erkrankung vorliegt (K).

Es soll nun geklart werden, wie hoch die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass
die Testperson wirklich krank ist, wenn der Test positiv ist.

Als Modell wéhlen wir
QO = {K,K°} x {N,N“},
es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf 2 und es sind
N = {(K,N), (K°,N)} ud K = {(K,N), (K,N)}.

Durch die Vorinformationen haben wir P(K) = 1=, P(N, K¢) = 0.94 und
P(N®, K) = 0.96. Wir suchen nun P(K|N?). Nach der Bayesschen und der
Multiplikationsformel folgt

_ P(NC|K)P(K) P(NY|K)P(K)
P(K|NY) = P(NC) ~ P(NCY|K)P(K) + P(NC|KC)P(KC)
0.96 - 1=

0.96 - 4= + (1 — 145) + (1 —0.94)

Die Testperson ist also bei einem postivien Testergebnis nur zu 10 % wirklich
erkrankt.

Beispiel Autorenidentifikation

Autor 1 und Autor 2 kommen beide als Autoren fiir ein Werk in Frage.
Die Experten sind unentschlossen, 50 % sind fiir 1 und 50 % sind fiir 2. Aus
Studien ist bekannt, dass die Haufigkeit des Wortes also in Texten einer
Linge m mit P(a;, m) verteilt ist, wobei a; = 0.6-1072 und ag = 1.4-1073.
Im vorliegenden Text der Lange m = 2500 ist die Héufigkeit des Wortes also
gleich 5.

Als Modell fiir den Test wahlen wir
Q = NU{0} x{1,2},

dabei ist N U {0} die Haufigkeit des Wortes also und {1,2} steht fiir den
jeweiligen Autor. Weiter seien

m:Q — NU{0} und 7o : Q — {1,2}

die Projektionsfunktionen, also m1(n,i) = n und ma(n,i) = i. Auf Q wihlen
wir die Poission Verteilung und erhalten damit nach unseren Vorinformatio-
nen

P(my=1) = - und P(my=2) = =
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und mit £ € NU {0}

_ _ _ (mal)k —maq

P({m =k}{m=1}) = 1 e und
_ _ _ (ma2)k —mas

Pim = K)i{m =2)) = (Lo

Nach der totalen Wahrscheinlichkeit folgt nun

P(fm =) = P(im =k}{m = 1})+ 3 P(im = K}{m = 2))

1 <(ma1)kema1 + (maQ)kemcm)

2 k! k!

Damit folgt nun nach der Bayesschen Formel

Plfra=lm =) = Plm =Bl =1y 221

a”fe_m“1

a’fe—mal + age~ a2 '
Mit unseren Werten ergibt sich also

P({m =1}{m =5}) ~ 10%,
P({m =2}[{m =5}) ~ 90%,

also sollte Autor 2 als Autor gewihlt werden.

Beispiel Gambler’s Ruin

Fin Spieler hat ein Startkapitel von k£ Talern. Es wird eine Miinze geworfen,
erscheint Wappen, so erhéilt er ein Taler, erscheint Zahl, so muss er ein Taler
abgeben.

Hat der Spieler irgendwann gar keine Taler mehr, so bedeutet das der Ruin.
Es soll nun die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet werden, dass er N > k
Taler erreicht, ohne dass er zuvor in den Ruin fillt.

Als Modell wahlen wir N
0= |J@uap,
k=1
dabei ist

QF = {(w1,.,wn) | R EN, w; € {-1,1}, O<k+2wi<NVn,
i=1

n
r<n-—1, k—l—ZwiG{O,N}},
i=1
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Of = {(wi,wn) [ nEN, wi€ {11}, 0<k+)> w; <NVn},
=1

Q’g ist also die Menge aller Spiele, die beendet werden und Q¥ ist die Menge
aller Spiele, die unendlich lange laufen.

Offenbar sind Qf und QF disjunkt. (€, P) beschreibt nun das gegebene Spiel,
dabei hat P folgende Eigenschaften:

(1) P(QF) =0, die ergibt sich aus den Irrfahrten und Markowketten [siche
unten].

(2) Sei Ay die Menge dafiir, dass beim Startkapitel k£ die 0 vor dem N
erreicht wird. Dann gilt also

P(AN) =0 und P(A()) = 1.

(3) B sei die Menge aller Moglichkeiten, dass beim ersten Wurf das Wap-
pen erscheint, also

Damit erhalten wir auch
P(Ax|B) = P(Apy1) und  P(AR|BY) = P(Ap_1).

Wir definieren nun die Ruinwahrscheinlichkeit f(k) = P(Ax) und erhalten
damit

f(k) = P(Ay) = P(A|B)P(B)+ P(Ay|B)P(B)
= JP(Akn) + 3 P(Akr) = o (f(k+ 1)+ Sk 1),

N | —

also insbesondere fiir alle k

Fk+1) = f(k) = (k) — f(k—1).
Nach den Randbedingungen aus (2) folgt

f(N) =0 und f(0) = 1.

Damit erhalten wir

fk+1)=f(k) = fB)=f(k=1) = ... = f(1)=f(0)
— -1 = b,
Fk) = btflk—1) = 26+ f(k—1) = ... = kb+1.
Nutzen wir nun wieder f(NN) =0, so muss b = —1/N folgen. Die Ruinwahr-

scheinlichkeit ist also L

flk) = 1- <.
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1.4 Stochastische Unabhangigkeit

Definition 1.4.1

Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, B, A; C €,
dabei ist 7 € I und I eine beliebige Indexmenge.

(1) A und B heiflen stochastisch unabhdngig oder einfach nur wun-
abhdngig, wenn P(A|B) = P(A) gilt, wenn also

P(ANnB) = P(A)-P(B)
ist.

(2) {A}icr heilen stochastisch unabhdngig oder einfach nur unab-
hdngig, wenn fiir alle endlichen J C I gilt:

P (ﬂ Aj> = [P
ieJ jeJ

(3) {A}icr heiflen paarweise stochastisch unabhdngig oder einfach
nur paarweise unabhdngig, wenn fir alle ¢,5 € I mit ¢ # j gilt,
dass A; und A; stochastisch unabhéngig sind.

Bemerkung

Aus der stochastischen Unabhéngigkeit folgt die paarweise stochastische Un-
abhéngigkeit, die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Beispiel Miinzwurf

Es wird zweimal mit einer fairen Miinze geworfen. Dazu definieren wir die
folgenden Mengen:

Ay = {erster Wurf ist Kopf},

Ay = {zweiter Wurf ist Kopf},

As = {beide Wiirfe gleich}.

Dann gilt
P(AiNnAyNAs) = i und P(A;) - P(Ay) - P(A3) = év
also sind Ay, A2 und As nicht stochastisch unabhingig. Es gilt aber
P(Ay N Ay) = i und  P(A) - P(As) — i
P(As N 45) — i and  P(As)- P(As) = i,
P(A N As) = % wmd  P(Ay)- P(4g) = i,
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also sind Ay, A2 und Agz paarweise stochastisch unabhéingig.

Beispiel Familie

Wir betrachten wieder eine Familie mit zwei Kindern. Dabei steht J fiir
Junge und M fiir Médchen, wir haben also

Q= {JaM}2 = {(Jﬂj)a (JaM)v (Mv‘])a (MaM)}

Es sei P die Laplace Verteilung und fiir ¢ = 1,2 definieren wir die Projekti-
onsfunktionen

i Q— {M,J}.
Weiter definieren wir dazu die folgenden Mengen:
Ay = {erstes Kind ist ein Junge} = {m = J},
As = {beide Kinder unterschiedliches Geschlecht} = {m # ma},
As = {erstes Kind ist ein Madchen} = {m = M}.

Dann haben wir

P(A1NAg) = PH{(J,M)}) =

und P(Al) . P(Ag) =

P(A3NnA3) = PH{(M,J)}) = und  P(Az) - P(A3) =

o Bl
N e N e N

P(A1NA3) = P0) = und  P(A;)- P(A3) =

also sind A; und A, sowie As und Aj jeweils stochastisch unabhéngig, A;
und Az jedoch nicht. Die stochastische Unabhéngigkeit ist also nicht tran-
sitiv.

Beispiel Projektionen

Wir betrachten die Menge Q2 = {0,1}3 und fiir i = 1,2, 3 seien

i Q—{0,1}
die Projektionsfunktionen. Dazu definieren wir die Mengen
A = {7T1+7T2 = 1} = {((.Uh(.L)Q,LUQ)EQ’LAJl +CL)2:1}7
Ay = {mo+m3 =1} = {(w1,ws,ws) € Q| wo + w3 =1},
As = {m+m3 =1} = {(w1,w2,w2) € Q| w1 +ws3 =1}
Damit gilt
1 1
P(AlﬂAQ) = 1 und P(Al) P(AQ) = 1,
1 1
P(AgﬁAg) = 1 und P(AQ) P(Ag) = 1,
1 1
P(AlﬂAg) = Z und P(Al)P(Ag) = 1,



Kap. 1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume 31

also sind A1, As und Az paarweise stochastisch unabhingig aber insgesamt
nicht stochastisch unabhiingig, da A; N As N Az = () gilt.

Beispiel Netzwerk

Wir berachten ein Netzwerk mit drei Knoten A, B und C und je zwei Ver-
bindunge zwischen A und B und zwischen B und C' [siche Abbildung 1.4].

1 3

Abbildung 1.4: Veranschaulichung des Netzwerkes.
Fiir 4 =1, .., 4 definieren wir

S 0, wenn die ite Verbindung defekt
v 1, wenn die i te Verbindung intakt

Wir haben die Vorinformation, dass die Defekte in den Verbindungen sto-
chastisch unabhéngig sind und dass die Defekte mit einer Wahrscheinlichkeit
von ¢ auftreten, also P(x; =0) =4 fiir i =1, .., 4.

Es soll nun untersucht werden, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit fiir eine in-
takte Verbindung von A nach C' ist.

Damit es eine intakte Verbindung von A nach C geben kann, muss es eine
intakte Verbindung von A nach B und von B nach C' geben. Wir erhalten
also

P(({zr =1} U{ae =1}) N ({23 = 1} U{zy = 1}))
= (1—P($1 :xQIO))-(l—P(x3:$4:0))
= (1-P(x;=0)P(za=0)) (1 - P(z3 =0)P(x4 =0)) = (1—9?)>

Derartige Probleme werden in der Zuverldssigkeitstheorie behandelt.

Beispiel Hardy-Weinberg-Gesetz

Wie betrachten die Vererbung in diploiden Organismen, am Beispiel der
Bliitenfarbe haben wir zum Beispiel

Rot Rosa Weil  Phénotypen,
RR RW WW  Genotypen.
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Wie untersuchen nun die Genotypen der 0. Generation bzw. der Eltern-
generation AA, Aa und aa und nehmen an, dass sie mit den konstanten
Wahrscheinlichkeiten

Py(AA) = u, Py(Aa) = 2v und Py(aa) = w

auftreten, dabei gilt natiirlich w+2v+w = 1. Bei der Vererbung in diploiden
Organismen gibt es eine unabhéngige Rekombination der Gene.

Wir wollen die erste Kindergeneration P; untersuchen, also die Verteilungen
in der ersten Generation.

Zunichst berechnen wir P;(AA), dazu die folgende Tabelle 1.2:

Py-Konstellationen || W (konst) | W (AA|konst)

AA AA u? 1

AA Aa 2uv 1/2

Aa AA 2uv 1/2

Aa Aa 4o 1/4

aa AA UW 0

AA aa UW 0

Aa aa 20w 0

aa Aa 20w 0

aa aa v? 0

Tabelle 1.2: Wahrscheinlichkeiten der ersten Kindergeneration.

Nach der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir nun
Pi(AA) = ) W(AA[konst) - W (konst)
1 1 1
) 1 < L 2
= u +2uv2+2u02+4uv4 (u+v)°.
Aus Symmetriegriinden erhalten wir
Pi(aa) = (v+uw)?,
Pi(aAd) = 1—P(AA)— Pi(aa) = 2(u+v)(v+w).

Fiir die erste Kindergeneration habne wir also folgende Wahrscheinlichkeiten
berechnet:

AA Aa aa
up = (u+v)? 201 :=2w+v)(v+w) w = (v+w)?

Damit erhalten wie analog auch fiir die zweite Kindergeneration
PQ(AA) = (u1 +Ul)2 =! U9,
PQ(ACL) = Q(U1 + Ul)(Ul + wl) =: 209,
Py(aa) = (v +w1)2 =: ws.
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Setzen wir nun u, v und w ein, so erhalten wir

uy = ((utv)+(utv)(v+w))? = (utv)*((u+v) + (v +w)) = (u+v)* = uy.

=1

Wiederum aus Symmetriegriinden erhalten wir
wy = Wy und vy = V1.

Die Genotypenverteilung ist ab der ersten Kindergeneration also stationér
und damit wurde das Hardy- Weinberg- Gesetz mathematisch bewiesen.

Natiirlich wurden dabei einige Annahmen vorgenommen, es wurden zum
Beispiel keine Mutationen, keine Migration und keine Selektion beriicksich-
tigt.

Uber die stochastische Unabhingigkeit wollen wir nun noch die geometrische
Verteilung definieren:

Geometrische Verteilung

Es sei (2, P') ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A4;);eny C P(Q2) seien sto-
chastisch unabhéngig mit P’(A;) = 9 fiir alle i € N.

Dann definieren wir (N, P) mit

f(n) = P({n}) = P’(Am..mAn,még/) = (1-9)" 1.0

kein Erfolg Erfolg

Dadurch wird eine Zahldichte definiert, denn es gilt nach der geometrischen
Reihe

[o.¢] oo - oo _ ’0 B
nzlf(n) = 19-;(1—79) 1= 79-;](1_19) =T a9 - 1.

Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl P heifit geometrische Vertei-
lung, welche die Wartezeit auf den ersten Erfolg beschreibt.

Satz 1.4.2
Seien A, B, A; C Q und i € I, dabei ist I C N eine beliebige Indexmenge.
(1) Sind A und B stochastisch unabhingig, so aus A und B¢,

(2) Sind {A;};er stochastisch unabhéingig, so ist fiir alle endlichen und
disjunkten Mengen J, K C I auch

{AS Ay |je T keK}

stochastisch unabhéngig.
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Beweis
Zu Teil (1) haben wir

P(ANBY = P(A\(ANB)) = P(A)—P(ANB)
= P(A) - P(A)(B) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(BY)

und damit wurde die Behauptung gezeigt. Teil (2) ergibt sich durch Induk-
tion iiber |J| und aus Teil (1). O

Korollar 1.4.3
Seien A; C Q mit ¢ € N.

(1) {Ai}i<i<n ist genau dann stochastisch unabhéngig, wenn fiir alle B; €

{A%Aic}
P (ﬂ Bz) = [[PB)
i=1 i=1
gilt.
(2) {A;}ien ist genau dann stochastisch unabhiingig, wenn fiir alle B; €
{A%Aic}
P (ﬂ BZ) = [[P®B)
i=1 i=1
gilt.

Beispiel Bernoulliexperiment

Sei Q = {0,1}", sei x = (x1,..,x,) € Q und sei 7; die ite Projektion. Wir
definieren Erfolgt mit 1 und Misserfolg mit 0, dabei sei ¥ € [0, 1] die Er-
folgswahrscheinlichkeit.

Es soll nun ein Modell von n unabhéngingen Experimenten formulert wer-
den. Dazu definieren wir

Das Problem ist nun die Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles P
auf 2 mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Esgilt P(A;) =9 fiir alle 1 <i <mn.
(2) Ay,.., A, sind stochastisch unabhéngig.
Betrachten wir die Zahldichte
fl@) = P{z}) = 9X=%i. (1 - 0”72%1‘“) fiir alle x € Q.

Damit haben wir gerade das gesuchte Wahrscheinlichkeitsmafies P gefunden.
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1.5 Zufallsvariablen

Definition 1.5.1
Sei (2, P) eine diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

(1) Jede Abbildung X : Q — Q' heiit Zufallsvariable. Ist Q' = R, so
heift X reelle Zufallsvariable. Ist Q' = R", so heiit X Zufalls-
vektor.

(2) Wir definieren X ! : P(Q) — P(Q), dabei
X1NA) = {weQ| X(w)ed} = {XxecAl}

X! heiit Urbildfunktion.

Lemma 1.5.2 (Eigenschaften der Urbildfunktion)

Sei f: Q — Q und seien A’, B', Al, Bl C Q mit ¢ € I und [ ist eine beliebige
Indexmenge. Dann gilt:

(1) f_l (miel A;) = ﬂz‘el f_l(A;)'
(2) 71 (Uies A7) = Uier f71(A).

(3) Sind A’ paarweise disjunkt, dann sind auch f~1(A}) paarweise dis-
junkt.

(4) £710) = 0und f71(Q) = Q.

(5) Aus A’ C B’ folgt f~1(A") c f~Y(B).

(6) I 1A\ B) = [\ SUB)

(7) F7H(BNC) = (fH(B)°.

(8) Seig:Q — Q" und B" € Q", dann (g- f)"Y(B") = f~(¢g~Y(B")).

Proposition 1.5.3

Sei (€, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — Q' eine
Zufallsvariable. Dann ist

PX.2(Q) — [0,1]
A - P(X YA
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf €.

PX heifit die Verteilung von X beziiglich P und (€, P¥) ist ein Wahr-
scheinlichkeitsraum.
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Beispiel Wiirfel
Es werden zwei faire Wiirfel geworfen, wir benutzen also
Q= {1,...,6}> = {(i,5) | 1 <4,j <6}
und die Laplace Verteilung P auf (). Weiter definieren wir die Zufallsvariable
X:Q—{1,...,12}  mit X(>,j) = i+,

also die Augensumme. Damit kénnen wir nun die Verteilung von X bestim-
men:

PY({1}) = P(X'({1}) = P@0) = o,

PY({2}) = P(xX'({2})) = P, 1)}) = 1/36,

PX({3}) = P(X'({3}) = P({(1,2),(2,1)}) = 2/36,
PY({4}) = P(X7'({4}) = P({(1,3),(3,1),(2,2)}) = 3/36,
PY({10}) = P(X7'({10})) = P({(4,6),(6,4),(5,5)}) = 3/36,
PX({11}) = P(X'({11})) = P({(5,6),(6,5)}) = 2/36,

Beispiel Binomialverteilung

Sei Q2 = {0,1}" und sei

P({x}) = 192?:1 i (1 —ﬁn_Zf:l 901)

fir alle z = (z1,..,x,) € Q, dabei ¥ € [0, 1]. Wir betrachten also wieder n
unabhéngige Experimente mit der Erfolgswahrscheinlichkeit 9 pro Experi-
ment.

Sy, sei eine Zufallsvariable auf (€2, P), dabei
Sn:Q—NU{0} mit Sp(z) = Zx,
i=1

Sy entspricht also der Anzahl der Erfolge bei n Experimenten. Fiir & > n
gilt offenbar P ({k}) = 0. Fiir k¥ < n haben wir

PO = PN = X ta-oprt = (D)ota- o
Z?:le izi:k

Dies ist die Zahldichte der Binomialverteilung £(n, ). Die Binomialvertei-

lung beschreibt also die Anzahl der Erfolge bei n unabhéingigen Experimen-

ten.
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Definition 1.5.4

Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und seien X; :  — €,
Zufallsvariablen.

(Xi)ier heilen genau dann stochastisch unabhdngig, wenn fiir alle A; C
Q; gerade (X; € A;);er stochastisch unabhiingig ist.

Fiir die Z#hldichte einer Verteiliung P%X¢ schreiben wir nun fy,.

Proposition 1.5.5

Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, seien X; : 2 — §2; Zufalls-
variablen mit 1 <4 <n und sei X = (X1, .., X,).

Dann sind X7, .., X,, genau dann stochastisch unabhéngig, wenn

PX = éPXi
=1

gilt.

Bemerkung

Sei 2 = 1 x 25 und sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 mit
pP™ = P fiir 1=1,2.

Dann sind 71 und w9 genau dann stochastisch unabhéngig, wenn P = Pi® P,
gilt.

P7™i heilen Randverteilungen von P.

Proposition 1.5.6

Seien X; : Q — Q; fiir 1 <4 < n stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen
auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) und seien f; : ; — €
die zugehorigen Zahldichten.

Dann sind auch (f; o X;)1<i<n stochastisch unabhéngig.

Bemerkung

Insbesondere sind also fiir alle 1 < m < n auch
1 = [(X, X)) und oy = fo( X, Xn)

stochastisch unabhéngig.



Kap. 1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume 38

Definition 1.5.7
Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien
X: Q-0 und Y :Q—Qy
zwei Zufallsvariablen. Dann heifit fiir y € o
Pyy:P@)—[0,1]  mit  Py,(4) = PUX € A} [{Y =y})
die bedingte Verteilung von X und Y = y.

Px, ist ein Wahrscheinlichkeitsma$} auf €2;.

Bemerkung
Falls P({Y = y}) =0, dann ist Px|,(4) = P({X € A}).

Wir miissen daher nicht zwischen Py und P¥X unterscheiden.

Satz 1.5.8
Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien

X: Q-0 und Y :Q— Qy
zweil Zufallsvariablen. Dann gilt:

(1) Fiir # € Qy und fiir f,(y) > 0 hat Px|, die bedingte Zéhldichte

Fxpy(z) = -’W

Gilt fy(y) =0, so ist fX‘y(x) = fx(x).
(2) Fiir alle (z,y) € Q1 x Qg ist
f(X,Y)(fan) = fX\y(fU)fy(y)-
(3) X und Y genau dann stochastisch unabhéngig, wenn fiir alle y € (29
fxy(e) = fx(z)

gilt.

Satz 1.5.9 (Faltungsformel)

Seien X : 2 — Qx und Y : 2 — Qy stochastisch unabhéngige und diskrete
Zufallsvariablen mit den Z#hldichten fx und fy.

Dann hat die Summe Z = X + Y die Z&hldichte
fz(k) = fxiv(k) = D fx@frk—2) = Y fx(k—y)fry)

rE€QXx yeNy
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Beispiel Binomialverteilung

Seien X und Y stochastisch unabhéngige binomialverteilte Zufallsvariablen
mit L(n,d) bzw. L(m, ). Wir haben also die Zahldichten

) = (F)ora-ort,

fy(k) = <7Z> 9*(1 — 9)mF,
Damit erhalten wir nach der Faltungsformel

k

Ixy (k) = Z <7Z> 91 — )t (km Z> 9E=i(1 — gym— (k=)

1=0

941 - m“m—kizk; (")

= (n—'];m>19k<1 o ﬁ)n-i-m—k’

dabei wurde die Identitét

i n m _(n+m
~\i)\k—i) k
1=0
verwendet. Die Zufallsvariable Z = X +Y ist also £(n 4+ m, ) binomialver-
teilt.

Beispiel Poissonverteilung

Seien X und Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen, die Poisson ver-
teilt sind mit Parameter A\ bzw. y. Wir haben damit die Z&hldichten

)\k
fX(k) = He_/\a

k
fy(k) = %e_“.

Die Faltungsformel und die Binomische Formel liefern dann

k oy \ phi
— AP —p
Fxav () ZZ:;z‘!e ki
_ e(”“)li KU i i _ (A—}_N)kef()rku)
- k-t T TR '

Die Zufallsvariable Z = X 4+ Y ist also Poisson verteilt mit Parameter A+ p.
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1.6 Reelle Zufallsvariablen

Wie betrachten nun stets einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P)
mit einer reellen Zufallsvariablen X : Q — R.

Definition 1.6.1

Sei also (£2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit einer reellen Zu-
fallsvariablen X : 2 — R.

Die Funktion

Fx:R—R mit Fx(z) = Y P*({a'}) = P(X <x)

z/ <z

heifit Verteilungsfunktion von X beziiglich PX.

Proposition 1.6.2

Fiir eine Verteilungsfunktion Fy gilt:

(1) Fy ist isoton, das heifit aus x <y folgt Fx(z) < Fx(y).
(2) Fx ist rechtsseitig stetig.

(3) Esist limy—oo Fx () =1 und lim,_,_ Fx(z) = 0.

Lemma 1.6.3

Eine Verteilung P¥ ist eindeutig durch die zugehorige Verteilungsfunktion
Fx bestimmt.

Beispiel Miinzwurf

Bei dem einfachen Miinzwurf mit einer fairen Miinze definieren wir eine
Zufallsvariable X mit

X(Kopf) = —1 und X (Zahl) = 1.
Wir haben also |
P(X=-1) = P(X=1) = 7

Die Verteilungsfunktion zu diesem Beispiel ist in Abbildung 1.5 dargestellt.
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A
11 -—_—
[ 0
. o . —
-2 1 1 2

Abbildung 1.5: Verteilungsfunktion des einfachen Miinzwurfes.

Beispiel Wiirfel

Die Zufallsvariable X gebe die Augensumme beim einmaligen Werfen eines
fairen Wiirfels an. Dann haben wir

1
PUX =i}) = ¢ fir 1<i<6

und 0 sonst. Die Verteilungsfunktion zu diesem Beispiel ist in Abbildung 1.6
dargestellt.

A
14 P
- o0
- *—0
4 *—0
- @0
- *—0
Q- T T T T T >
3 6

Abbildung 1.6: Verteilungsfunktion des einfachen Wiirfelwurfes.

Poisson Verteilung

Sei PX Poisson Verteilt mit dem Parameter A > 0, also PX = P()). Dann
gilt

T

—>\)\k 1 > r.—
Fx(r) = Ze i A x"e " dux.
— ! !

Der Integralausdruck beschreibt die unvollstdndige I'-Funktion. Diese Ver-
teilungsfunktion wurde in Abbildung 1.7 angedeutet.
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!

10 20

Abbildung 1.7: Verteilungsfunktion der Poisson Verteilung fiir A = 10.

Binomialverteilung
Sei PX = L(n,) fiir ein ¥ € [0, 1] die Binomialverteilung. Dann gilt

Fy(r) = i(:)ﬁ(l—ﬁ)"‘k _ <Z>(n—7‘) /191357"(1—35)”—“1@.

k=0

Der Integralausdruck beschreibt die unvollstéandige G-Funktion.

1.7 Erwartungswert

Um den Erwartungswert einzufithren, miissen zunéchst einige Notationen
eingefiihrt werden:

Definition 1.7.1

Sei (a;)icr € R, dabei ist I eine beliebige Indexmenge.

Fiir a; > 0 definieren wir

S - {Z

€K

Kcl, |K|<oo}.

Fiir a; € R definieren wir, dass ) ;.; a; genau dann exisitert, wenn
E a;r < o0 oder wenn g a; < o0
icl icl

gilt, dabei ist

+ _ Joa fir a; >0 und o= a; fir a; <0
1 0 fir a; <0 il 0 fiir a; >0

Diese Definition erlaubt es uns stets den Umordnungssatz anzuwenden.
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Definition 1.7.2

Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : 2 — R eine
reelle Zufallsvariable. Dann heif}t

= Y X(w)P({w})

weN

genau dann der Erwartungswert von X, wenn die Summe existiert, also
endlich ist. Existiert der Erwartungswert, so heiflt X auch integrierbar.
Bemerkung

Es ist wichtig, dass die Summe existert, denn sonst wiirde der Umordnungs-
satz nicht gelten und die Definition des Erwartungswertes wére nicht ein-
deutig. Der Erwartungswert einer Messreihe wére dann von der Reihenfolge
der Messungen abhéngig.

Ist X >0, so ist der Erwartungswert aber eindeutig bestimmt.

Proposition 1.7.3
Sei X eine reelle Zufallsvariable und der Erwartungswert £ X existiere.

Dann gilt

EX = Za:fx Zum {z}).

zeR z€R

Beweis

Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass X > 0 gilt. Damit erhalten

wir
EX = Y XwP({w}) = > Y XwP{w})
weN reR we{X=z}
= Y #P({X=ua}) = ) «P*({z}) = ) afx(a),
z€eR z€eR z€eR
was die Behauptung zeigt. O

Beispiel Wiirfelwurf
Fiir einen fairen Wiirfel fithren wir die reelle Zufallsvariable
X :{1,...,6} —{1,...,6} mit X(i) =1

ein und betrachten PX als Laplace Verteilung auf {1,..,6}. Dann erhalten
wir
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Beispiel Poisson Verteilung

Sei PN = P()\) die Poisson Verteilung mit den Parameter A > 0, also

A"
P{N=n}) = e g
Dann erhalten wir den Erwartungswert
0 7}\)\71 . o0 )\n—l
EN = Zn'e E:)\e Z(n—l)!
n=0 n=1
-\ — A" —A A
= e 2)"' = de et = A
n=

Beispiel Binomialverteilung

Sei PX = L(n, ") fiir ein ¥ € [0, 1] die Binomialverteilung. Dann gilt nach
der Binomischen Formel

EX = ik(Z)ﬁk(l—ﬁ)”_k

k=0
_ . (n_l)' — n—
— o kz(n—k)!(k—l)'ﬁk (1 — )k
- n = n—1 k n—1—k n
= nd kg@( . >fl9 (1—9) ¥

Beispiel geometrische Verteilung

Seien (X, )nen stochastisch unabhéngig und L(1,7) verteilte Zufallsvaria-
blen fiir ein ¥ €]0, 1], also

P(X,=1) =9 = 1-P(X,=0)
fiir alle n € N. Wir definieren wie iiblich
W = inf{neN| X, =1}  und inf{@} = oo.
Dann haben wir
fww(n) = PUW =n}) = (1-9)""1,
denn es gilt

{W=n} ={X;i=0n{Xo=0}n...n{X,,—1 =0} n{X, =1}
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Der Erwartungswert ergibt sich aus der folgenden Rechnung;:

EW = > nfwhn) = Y n(l-9)""
n=1 n=1
[e.e] d o0
- 9 n—1 - 9| = n
d 1 1 1
=Y [dx <1—x>L1_ﬁ B ﬂ(l—x)2 e=1-0 O

Proposition 1.7.4 (Transformationsformel)

Sei (Q, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, sei X : Q — ' eine Zu-
fallsvariable und sei g : Q' — R, so dass g o X integrierbar ist.

Dann gilt

E(goX) = Y g(z)fx(x).

e

Proposition 1.7.5

Seien X und Y reelle Zufallsvariablen auf einem diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum (£2, P).

Dann gilt:
(1) Ist X >0, so folgt EX > 0.

(2) Esgilt Linearitdt: Fiir a,b € R und integrierbare X,Y ist auch a X +
bY integrierbar und es gilt

E(aX +bY) = aEX + bEY.

(3) Ist Z: Q2 — R mit Z(w) =1 fiir alle w € Q, dann gilt EZ = 1.

(4) Es gilt der Multiplikationssatz: Sind X,Y stochastisch unabhéingig
und integrierbar, so ist auch XY integrierbar und es gilt

E(XY) = EX-EY.

Punkt (4) gilt im Allgemeinen wirklich nur dann, wenn X und Y stochas-
tisch unabhéngig sind.
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Beispiel 1.7.6

Wir betrachten noch einmal ein einfaches Beispiel zu reellen Zufallsvariablen:

Sei Q = {w1,w2,ws} mit
1 .
P(w;) = 3 fir ¢ =1,2,3.
Weiter definieren wir die reellen Zufallsvariablen X, Y : Q — {1, 2,3} durch

X(w1)
Y(w1) =

1, X(wg) =

PX({1}) = P(X=1) = P(w1) = 1/3,
PX({2}) = P(X=2) = P(w) = 1/3,
PY({3}) = P(X=3) = P(ws) = 1/3,
PY({1}) = P(Y =1) = P(ws) = 1/3,
PY({2}) = P(Y=2) = P(w) = 1/3,
PY({3}) = P(Y=3) = P(w) = 1/3,

die Zufallsvariablen X und Y haben also dieselben Verteilungen. Auch die
Erwartungswerte sind gleich:

1 1 1
EX = X(w)P =1--4+2--+3.- - =2
S X@PW) =142 lesl o
weN
EY = E Y(w)Pw) = 2 1—!—3 1—I—l E = 2
- we - 3 3 3_ ’

im Allgemeinen haben Zufallsvariablen mit gleichen Erwartungswerten aber
natiirlich unterschiedliche Verteilungen. Nun soll noch die Verteilung von
X 4 Y untersucht werden. Wir erhalten

X+Y:Q—{3,4,5},

dies ist aus Abbildung 1.8 abzulesen.
Es gilt dabei

P¥Y({3}) = Plwr) = 1/3,

PXTY({4}) = P(w) = 1/3,
PXTY({5}) = P(ws) = 1/3.
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X(u))‘l X(m)“ A(m)“
5 54 54 L]
4 41 44 e
34 [ ] 34 L ] 34 [ ]
24 L 24 o 2 4
11 @ 1 L 14
[:)l (:): u'n VQ (:)\ o'n (:)3 VQ (:n (n')g (:)3 'Q

(a) (b) (c)

Abbildung 1.8: Verteilungen von X, Y und von X + Y.

Um zu priifen, ob X und X + Y stochastisch unabhéngig sind, muss deren
gemeinsame Verteilung untersucht werden. Es lésst sich einfach ein Gegen-
beispiel finden:

PETYN{3) < (1)) = P((X+Y)7'({3}), X7'({1})) = P(w1)
1 1 1 1
= = = .- =p . P
S # 5 =33 = Pl P
PXFY({3}) + PE({1}).
Tabelle 1.3 veranschaulicht noch einmal die Randverteilungen von X + Y
und von X.

3745 [ >
1130 | 0 [1/3
20| 0 [1/3]1/3
310 |1/3] 0 |1/3
SS1/31/3]1/3

Tabelle 1.3: Tabelle zur Randverteilung von X + Y und von X.

1.8 Varianz und Standardabweichung

Definition 1.8.1

Seien X und Y reelle Zufallsvariablen auf (€2, P) und X? sowie Y? seien

integrierbar.

Dann ist
(1) Var(X) = E((X — EX)?) die Varianz von X,
(2) px = \/\m die Standardabweichung oder Streuung von X,
(3) Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y —EY)) die Kovarianz von X und Y,
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Cov(X,Y)

die Korrelation von X und Y,
PX PY

(4) pxy =
(5) X und Y heien unkorreliert, wenn Cov(X,Y) = 0 gilt.

Bemerkungen

Es gilt | X| <1+ X2, wenn also X? integrierbar ist, so auch |X| und dann
auch (X — EX)2.

Der Erwartungswert £ X kann als Schwerpunkt einer Verteilung interpretiert
werden. Die Varianz Var(X) beschreibt dann das Trigheitsmoment bei einer
Drehung um diesen Schwerpunkt.

Proposition 1.8.2

Seien X, Y, Z sowie X1, .., X, quadratintegrierbare reelle Zufallsvariablen
und seinen a, b, ¢, d € R.

Dann gilt:
(1) Var(X) = E(X?) — (EX)2
(2) Var(aX +b) = a®- Var(X).
(3) Cov(X,Y) = E(XY) - (EX)(EY).
(4) Cov(aX +b,¢Y +d) = ac-Cov(X,Y).
(5) Formel von Bienaymé
Var (Z Xi> = ZVar(XZ-) + Z Cov(X;, Xj).
i=1 i=1 i#j
(6) Sind X und Y stochastisch unabhéngig, dann sind X und Y unkorre-

liert.

(7) Sind X1, .., X, stochastisch unabhéingig, dann gilt
Var (Z Xi> = ) Var(X;).
i=1 i=1

Bemerkung

Damit ergeben sich noch weitere einfache Rechenregeln: Sind X und Y sto-
chastisch unabhéngig, so gilt zum Beispiel auch

Cov(X,Y) = E(XY) - (EX)(EY) = (EX)(EY) - (EX)(EY) = 0.
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Satz 1.8.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Seien X und Y quadrierbare reelle Zufallsvariablen. Dann gilt
(EXY)? < EX? . EY?

mit Gleichheit genau dann, wenn es a,b € R mit P(aX + bY = 0) = 1 gibt,
dabei diirfen ¢ und b nicht beide gleichzeitig 0 sein.

Folgerung 1.8.4
Wenden wir Satz 1.8.3 auf die Zufallsvariablen X — FX und Y — EY an, so
erhalten wir
Cov(X,Y) |[E(X — EX)(Y — EY))|
PX - PY VE(X —EX)2\/E(Y — EY)?

loxy| =

Lineare Regression

Seien X und Y reelle Zufallsvariablen mit Var(X), Var(Y) > 0 und seien
a,b € R. Dann betrachten wir das Problem, bei welchem wir

E(X — (a+bY))?
minimieren wollen. Durch Differenzieren erhalten wir die Losungen

b= oxy?X und @ = EX —VEY = EX — pxy X EY.
Py Py

Dieses Ergebnis wollen wir nun interpretieren: Betrachten wir zweidimen-
sionale Zufallsvariablen (X1, Y1) bis (X, Y,,), die unabhéngig und identisch
verteilt sind, dann wird durch das Minimierungsproblem

E(X — (a+bY))?

die Gerade bestimmt, bei welcher der quadratische Abstand der Geraden zu
den X Komponenten minimiert wird. Die Gerade

at +b'Y

heiflit Regressionsgerade.

Regressionsgerade fiir unterschiedliche Korrelationen

In Abbildung 1.10 (a) erhalten wir ein kleines pxy > 0, das heifit die
Absténde der Punkte zur Geraden sind grofl und pxy > 0 entspricht einer
positiven Steigung.

Bei (b) ist keine mogliche Gerade erkennbar.

In Beispiel (c) erhalten wir ein pxy ~ —1. Die Werde lassen sich gut durch
eine Gerade approximieren und wir haben eine negative Steigung.
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>
Y

Abbildung 1.9: Beispiel einer Regressionsgeraden.

(a) (b) (c)

Abbildung 1.10: Regressionsgeraden zu unterschiedlichen Korrelationen.

Beispiel Binomialverteilung

Sei PX = L(n,?) die Binomialverteilung. Dann wissen wir bereits EX = nv
und es gilt

n
pPY = pP%  mit S, = ) X,
=1

dabei sind X; unabhiingige Bernoulliverteilte Zufallsvariablen. Nach Satz
1.8.2 erhalten wir damit

Var(X) = Var(S,) = Zn:Var(Xi) = Zn:(EXiZ—(EXi)Q)
=1 =1
= n(¥ -9 = nd(1 - 9).

Beispiel 1.8.5

Sei Z eine reelle Zufallsvariable auf (Q, P) mit P(Z > 0) = 1. Weitern seien
Z und 1/N integrierbar.

Setzen wir X =+vZundY =1 / VZ , dann erhalten wir nach der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz

1
1 = (EXY)? < EX?.EY? = EZ-E-,
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also gilt

mit Gleichheit, wenn es ein @ > 0 mit P(Z = a) = 1 gibt.

Satz 1.8.6 (Chebychev Ungleichung)
Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (2, P) mit EX? < oo.

Dann gilt fiir alle e > 0

Var(X)

P(X - EX|>¢) < —

Beispiel 1.8.7

Sei X : Q — Q = {(x1,..,2,) | 7 # x; fiir i # j|} und sei PX Laplace
verteilt auf Q. Weiter definieren wir

1 1
= EX = - ) = d 2 = X) = - i — ).
o n;l‘ un o Var(X) nZ(aﬁ n)

Dann gilt

2

1
PX{e e @ ||X - BX|2¢}) = [{ee@||IX-EX|2¢} < ‘&%

Betrachten wir ¢ = o - §, dann folgt

{zeQ ||X - EX|>6} < ;12

Die Wahl von 0 = 2 zeigt also, dass 75 % aller Elemente aus ' im Intervall
[M — 20, M+ 20]

liegen.

Proposition 1.8.8

Sei Rt = {zx € R | 2 >0}, sei f: RT — R" monoton wachsende und sei X
eine reelle Zufallsvariable auf (2, P), so dass f o |X| integrierbar ist.

Dann gilt fiir alle e > 0

E(f(1X])

PIX|2¢) < =5
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Folgerung 1.8.9 (Markov Ungleichung)
Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (€, P).

Dann gilt fiir alle e > 0

P(X|2¢) < ZE(X]).

Beispiel 1.8.10

Sei X eine Poisson verteilte Zufallsvariable mit Parameter A. Dann gilt
E(|X]) = EX = A
und fiir € = 2\ erhalten wir

P(X>2)\) = P(X|>2)\) < —EX = —.

Definition 1.8.11
Seien X,,, X : Q — R fiir n € N reelle Zufallsvariablen auf 2.
X, konvergiert genau dann stochastisch gegen X, wenn fiir alle ¢ > 0

lim P(|X,—X|>¢) = 0
n—oo

gilt. Schreibweise:
X, — X.

Satz 1.8.12

Seien X, : © — R reelle quadratintegrierbare Zufallsvariablen mit p, =
EX,, und mit 02 = Var(X,,). Weiter seien die Zufallsvariablen X,, paarweise
unkorreliert.

Gilt dann
| RSN
Jm s 2ot = 0
so folgt

1 n
= (X — ) = 0.
ni:l
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Satz 1.8.13 (Schwaches Gesetz groBer Zahlen)

Sei (X, )nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen mit
gleichen Erwartungswerten p = EX und es gelte fiir alle n € N gerade
EX2 < .

Dann gilt fiir n — oo

1n
f§ x, = .
n-
=1

Beispiel 1.8.14

Seien (X, )nen stochastisch unabhéngig und identisch Bernoilli verteilt, also
PXi = £(1,9).

Dann folgt sofort fiir n — oo
1 n
- E X, P
n-
=1

Beispiel Bernsteinpolynome

Sei I C R ein abgeschlossenes Intervall, sei f : I — R stetig, sei 6 > 0 und
sei dazu

w(f,0) = sup [f(z) = f(y)|
z,yel
|z—y|<d
das Stetigkeitsmodul von f. Weiter definieren wir

w(f,00) = sup |f(z)— f(y)l

zyel

Aus der Analysis ist bekannt, dass f genau dann gleichméfig stetig auf I
ist, wenn w(f,d) — 0 fiir § — 0 gilt. Sei P5+(®) = L(n, t) mit ¢ € [0,¢]. Dann
heiflen die Polynome

Bernsteinpolynome vom Grad n. Diese Polynome approximieren gerade
die Funktion f, was auch der nichste Satz zeigt:
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Satz 1.8.15

Sei I C R ein abgeschlossenes Interval und sei f : I — R stetig. Dann gibt
es eine Folge (P, (t))nen von Polynomen mit

sup |f(t) — Po(t)] — O fir n — oo.
tel

Jede stetige Funktion ldsst sich also beliebig nahe durch ein Polynom ap-
proximieren.

1.9 Ganzzahlige Zufallsvariablen

Wie betrachten nun stets einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P)
mit einer ganzzahligen Zufallsvariablen X : Q@ — NU {0}.

Definition 1.9.1

Sei fx die Z#hldichte einer ganzzahligen Zufallsvariablen X. Dann definieren
wir die erzeugenden Funktion von X durch

Mx(s) = Es* = fo(n)s”
n=0

Fiir weitere Untersuchungen von erzeugenden Funktionen benétigen wir ei-
nige Grundlagen zu Potenzreihen:

Bemerkung 1.9.2 (Potenzreihen)

Seien (ap)n>0 eine reelle Folge. Dann ist

oo
A(s) = Z aps"
n=0
eine Potenzreihen. Diese Reihe konvergiert fiir alle s € | — R, R[, dabei ist R
der Konvergenzradius dieser Potenzreihe. Es gilt:
(1) A(s) ist auf | — R, R] stetig und konvergiert absolut sowie gleichméBig.
(2) Firse|— R, R[ gilt

d o
_ n—1
$A(S) = nEZI naps" .

(3) Abelscher Konvergenzsatz: Aus a, > 0 fiir alle n > 0 folgt

hII}le(S) = A(R) < oc.
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(4) Gilt fur abzéhlbar viele s €] — ¢, ¢[ fiir alle € > 0 gerade

Z ans"’ = Z b, s",
n=0 n=0
dann folgt a,, = b, fiir alle n > 0.

(5) Seien a = (ap)n>0 und b = (by)n>0 zwei reelle Folgen. Dann wird die
Faltung gegeben durch

¢ = (cn)n>0 mit cn = aobp +a1bp—1+ ...+ anbp.

Damit gilt gerade

() = () ()

fiir alle |s| < min{R,, Ry}, wobei R, und R;, die Konvergenzradien der
entsprechenden Potenzreihen sind.

Aus diesen Uberlegungen erhalten wir nun die folgenden Aussagen:

Bemerkung 1.9.3
(1) Es gilt

20 - ()
— k n
(2) Eine erzeugenden Funktion Mx (s) hat immer einen Konvergenzradius

R>1,da
Mx(s) = Y fx(n)s" und Y fx(n) = L
n=0 n=0

Defintion 1.9.4
Sei @ ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf N U {0}. Dann ist

Mqg(s) = ZfQ(n)S”
n=0

die erzeugenden Funktion von Q.
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Proposition 1.9.5

(1) Jede erzeugenden Funktion Mx (s) ist stetig, monoton wachsend und
konvex auf [0, R[. Weiter gilt

Mx(0) = fx(0) sowie Mx(1) = 1.

(2) Es gilt
EX = lin%diMX(s) = M%(1) <
s§— S
(3) Fiir das k te faktorielle Moment gilt
dk
B(X(X = DX —k+1)) = lim =5 Mx(s) = MP ) < .

(4) Fiir die Varianz gilt
Var(X) = MY(1)+ Mic(1) — (M (1))

Beispiel Binomialverteilung

Sei PX = L(n, ") Binomial verteilt mit Parameter . Dann gilt nach der

Binomischen Formel
n n

Mx(s) = Z <Z> o1 -0tk = Z <Z> (¥s)*(1 — 9)n~1

k=0 k=0
= (1—-9499)"

fiir alle s € R. Damit folgt
M (s) = nd(l—19+39s)" L,
MY (s) = n(n—1)9%(1 -0+ 9s)" 2
und wir erhalten sofort die bekannten Ergebnisse
EX = M4(1) = nd,
Var(X) = n(n— 19?4+ nd —n?9? = nd(1 —9).

Proposition 1.9.6

Seien N, X, Y, X, : Q@ — NU {0} fiir i« € N ganzzahlige Zufallsvariablen auf
(@, P).

(1) Sind X und Y stochastisch unabhéngig, dann gilt
Mx+y(8) = Mx(s) . My(s).

(2) Sind {X;} stochastisch unabhéngig und identisch verteilt sowie auch
N und {X;} stochastisch unabhéngig, dann gilt

Ms(t) = My(Mx, (),
dabei ist S = Egzl X, die Summe der Zufallsvariablen.
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Beispiel Binomialverteilung

Seien X7, .., X, stochastsich unabhéngige Zufallsvariablen, die identisch Ber-
noulli verteilt sind, also PXk = L(1,9). Sei weiter

Sp = > X
k=1
Wir haben fiir k =1,..,n
Mx, (t) = Et¥ = 1 -9 49t

Damit folgt nach 1.9.6 wieder das bekannte Ergebnis
Mg, (t) = ] Mx,(t) = (1—0+9t)"
k=1

Dieses Beispiel zeigt auch, dass die Darstellung eindeutig ist.

Beispiel Poisson Verteilung

Sei X Poisson verteilt mit Parameter A, also PX = P()\). Dann gilt
X Ak At—A
Mx(t) = Et :Zﬁe th = M,
k=0

Seien nun X1, .., X,, stochastsich unabhéngige Zufallsvariablen, die Poisson
verteilt sind, also PX* = P(\;,). Sei weiter

- tx
k=1

Dann gilt wieder nach 1.9.6

n n

Msn(t) = HMXk(t) = HeAk(t_l) = e(z;clzl)‘k)'(tfl)’
k=1

also folgt
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Beispiel radioaktiver Zerfall

Eine radioaktive Probe sendet pro Minute N neongriine « Teilchen aus. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine neongriines « Teilchen vom Messgerit erfasst
wird, sei 9. Gesucht ist die Verteilung der registrierten o Teilchen.

N sei dazu Poisson verteilt mit Parameter ), also PV = P(\). Die Zu-
fallsvariablen X entsprechen dem kten Teilchen, das gesendet wird. Diese
Zufallsvarialben sind also Bernoulli verteilt mit Parameter ¢: PX* = £L(1,49).

Weiter sei .
S, = ZXk
k=1

die Anzahl der registrierten Teilcen. Dann erhalten wir nach 1.9.6

Ms(t) = My(Mx,(t) = My(1—9+1)
A=9+0t-1) _ (1-1)

somit ist P° = P(\Y).

Satz 1.9.7 (Waldsche ldentitét)

Seien { X;} stochastisch unabhingig und identisch verteilt sowie auch N > 1
und {X;} stochastisch unabhéngig.

Dann gilt fiir S,, = Z]kvz1 Xk

ES = EN-EX;.

Satz 1.9.8 (Stetigkeitssatz)

Seien @, fir n € NU {0} Wahrscheinlichkeitsmafie auf n € NU {0}. Dann
sind die folgenden Aussagen &quivalent:

(1) nlingo Qn({k}) = Qo({k}) fur alle k € NU {0}.
(2) nlin;o Mg, (t) = Mg, ({t}) fur alle t €10, 1].

Auch mit diesem Satz erhalten wir noch einmal die Poissonapproximation:

Korollar 1.9.9 (Poissonapproximation)
Seien @, = L(n,vYy,) mit ¥, € [0,1] und es gelte n — A > 0 fiir n — oo.
Dann gilt

DL

Tim Qul({k}) = Qo({k}) = Sre

somit ist Qo = P(N).

fir k£ € NU{0},
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Verteilungsprozesse

Wie betrachten die Entwicklung in Generationen.

Abbildung 1.11: Beispiel eines Verteilungsprozesses.

Dazu definieren wir die Zufallsvariablen Z;, die die Anzahl der Mitglieder in
der iten Generation beschreibt. Es wird angenommen, dass jedes Mitglied
unabhéngig voneinander dieselbe Reproduktionsverteilung mit der Zahldich-
te f und der erzeugenden Funktion G besitzt. Wir starten mit Zy = 1.

Es werden also (XF¥),eny unabhiingige gleichverteilte Zufallsvariablen auf
(Q, P) mit Zahldichte f und Werten in N U {0} gestartet. Dazu definieren
wir

Zy,
Ty = > X}
n=1
fiir die k te Generation. Fiir das Beispiel aus Abbildung 1.11 haben wir also
Zo = 1 X9 =2

Zi=2 Xi=3 Xi=1
Zo=4 X? =2 Xi=2 X:=1 X;=3

Die Folge (Zy) heifit Verteilungsprozess oder Gallon- Watson Prozess.
Wir definieren die erzeugenden Funktion Gy von Z also

Gi(s) = Mz (s)

und erhalten G; = G. Damit lésst sich zeigen, dass fiir den Erwartungswert
w = EZ; und die Varianz o2 = Var(Z;) gerade
ko? fir pu=1

EZ, = uF und Var(Z;,) = o2 (uk— .
ko= W (Zx) {(,li_ll)uk—l fir g1

gilt. Betrachten wir den Fall, dass die X* geometrisch verteilt sind, dann
gilt
fxr(k) = (L=9)9*  fir k > 0
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mit der erzeugenden Funktion

s 1
G(s) = Y (1-9)ws" = (1= 01—
k=0 s
9
"s) = (1—0)——s.
¢ = (=g
Wir erhalten also den Erwartungswert
9
= G'(1) = —.
p=0G6010) =1
Induktiv erhalten wir
k—(k—1)s .
u—igl—k)s fiir ) = %
Gr(s) = A=) —(0)P—0s* =0 1)
DT (1—0)F T —s(9F —(1—0)F) ir 0 # 3

Damit kann nun die Aussterbewahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt k berechnet
werden, denn es gilt

P(Z=0) = G(0) o fir 0=
r=0) = Gp(0) = —H (1))
(1191@11)1(19(1_(,19)1@?1) fir ¥ # %

Nach dem Stetigkeitssatz erhalten wir nun die gesuchte Aussterbewahr-
scheinlichkeit 7:

n = lim P(Z,=0) = P(lim (Z = 0))
k—oo k—oo

= fir o =
= Jim { (- =0

1 fur 9 <
k—o0 OFFI_(1_g)kt1 fir o 7é =3

:{11979 fir 9 >

N DN
DI DO —

Die Aussterbewahrscheinlichkeit ist gleich 1, wenn p < 1, wenn es im Mittel
also hochstens einen Nachkommen gibt. Fiir J = 3/4 erhalten wir die Aus-
sterbewahrscheinlichkeit n = 1/3.

Allgemein gilt der folgende Satz:

Satz 1.9.10
Sei (Zy)nen ein Verzweigungsprozess mit P(Z; = 1) < 1 und sei

n = lim P(Z,=0)

n—oo

die Aussterbewahrscheinlichkeit. Weiter sei G die erzeugenden Funktion wie
ZUVOr.
Dann gilt:
(1) Ist u = EZ; <1, dann folgt n = 1.

(2) Ist p = EZ; > 1, dann ist n die eindeutige Losung der Fixpunktglei-
chung G(s) = s fir 0 < s < 1.
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1.10 Aufgaben

Aufgabe 1.10.1

Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim dreifachen Wiirfeln eines
fairen Wiirfels ...

(1) ... das Maximum gleich 4 ist.

(2) ... das Minimum kleiner oder gleich 4 ist.

Losung Teil 1

Sei Q = {1,..,6}3, also |©2| = 216, und sei P die Laplace Verteilung auf (.
Weiter sei A die Menge aller Moglichen Wiirfe, bei denen das Maximum
gleich 4 ist. Fiir diese Menge gilt

~{1,2,3,4}3

A= 1222) 1 Al = 42 -3% = 37
aap M
Wir erhalten also die gesuchte Wahrscheinlichkeit von
| Al 37
PA) = — = — = 17.2%.
(4) | 216 %

Losung Teil 2

Es sei 2 wie in Aufgabenteil 1 und nun sei B die Menge der moglichen Wiirfe,
bei denen das Minimum kleiner oder gleich 4 ist. Damit gilt B¢ = {5,6}3
mit |[BY| = 23 = 8, somit erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

8 26

Aufgabe 1.10.2

Beim Skatspiel erhélt jeder der drei Spieler 10 Karten, wihrend die restlichen
2 Karten in den Skat gelegt werden.

(1) Berechne die Anzahl der Arten, auf welche die 32 Karten verteilt wer-
den kénnen.

(2) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Kreuzbube im Skat
liegt, wenn keine weiteren Vorinformationen vorliegen.

(3) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein Bube im Skat
liegt, wenn keine weiteren Vorinformationen vorliegen.

(4) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei Buben im Skat liegt,
wenn keine weiteren Vorinformationen vorliegen.
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Losung Teil 1

Die 32 Karten konnen auf

32\ /22\ /12
~ 2.75-10%°
(1) (o) (G5) = 275-10

Arten verteilt werden, denn der erste Spieler zieht 10 aus 32, der zweite
Spieler 10 aus 22 und der dritte Spieler 10 aus 12. Die 2 Karten im Skat sind
danach eindeutig festgelegt.

Losung Teil 2

Es sei M ={1,..,32} und
32
Q= {WcM]||W| =2} also Q] = <2> = 496.

Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit P; dafiir, dass der Kreuzbube im
Skat liegt, nach

1\ /31
1
P = 1)) =15 - 6.25 %.

Losung Teil 3

Es Q wie im Aufgabenteil zuvor. Die Wahrscheinlichkeit P, dafiir, dass genau
ein Bube im Skat liegt, ist nun

4\ (28
P = W) - T~ 26%

(5) 3

L6sung Teil 4

Es 2 wie in den Aufgabenteilen zuvor. Die Wahrscheinlichkeit P; dafiir, dass
nun zwei Buben im Skat liegt, ist

4\ (28

&) _ 3 54y

(322) 248 o

P =

Aufgabe 1.10.3

In den USA gibt es 52 Bundesstaaten, von denen jeder 2 Senatoren stellt.
Aus diesen werden zufillig 52 ausgewahlt.

(1) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein fester Staat vertreten
ist.

(2) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jeder Staat vertreten ist.
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Losung Teil 1

Wir betrachten die Laplace Verteilung P auf der Menge 2 = Kom%)g‘l. Sei
A die Menge der Moglichkeiten, dass ein fester Staat vertreten ist. Damit
ergibt sich nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit nach

A GO GIE 18
P(A) = o = (15024) = 506 ~ 75.2%.

Losung Teil 2

Wir betrachten wieder die Laplace Verteilung P auf der Menge Q = Kom}9*
und nun sei B die Menge der Moglichkeiten, dass jeder Staat einen Senator
stellt, dies sind zwei fiir jeden Staat, also |B| = 2%2. Wir erhalten also die

gesuchte Wahrscheinlichkeit

|B| 2%2 15
PB) = = = 2 _ = 28.107"%.
e ()

Aufgabe 1.10.4

In einer Urne sind N Kugeln enthalten, die von 1 bis N durchnumeriert
sind. Aus dieser Urne werden n Kugeln mit Riicklegen gezogen. Berechne
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die dabei gezogenen Kugelnummern strikt
wachsen.

LGsung

Essei Q = {1,.., N}. Die Menge der moglichen Fille ist damit einfach Q" mit
|Q™ = N™. Sei weiter A die Menge dafiir, dass die gezogenen Kugelnummern
strikt wachsen. Fiir diese Menge gilt nun

- ) (V)

n! n! n

Damit erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

Aulgabe 1105

Eine Urne enthalte 30 Kugeln, 5 weifle, 10 blaue und 15 rote. Drei Kugeln
werden zufillig ohne zuriicklegen gezogen.

(1) Berechne die Wahrscheinlichkeit P(A), dass alle drei Kugeln weif} sind.
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(2) Berechne die Wahrscheinlichkeit P(B), dass mindestens eine Kugel
weif ist.

(3) Berechne die Wahrscheinlichkeit P(C'), dass eine Kugel weif}, eine blau
und eine rot ist.
Losung Teil 1
Es sei P die Laplace Verteilung. Damit erhalten wir
5\ . (25
: 1
pay = W) Loy

(330) 406

Losung Teil 2
Wir erhalten

Losung Teil 3
Wir erhalten

Aufgabe 1.10.6

Die Ziffern 2,3,4,5,6,7 und 8 werden zufillig in einer Reihenfolge aufge-
schrieben. Bestimme die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die so gebildete
siebenstellige Zahl durch 2, durch 3 oder durch 4 teilbar ist.

L6sung

Sei P die Laplace Verteilung und sei A das Ereignis, dass die gebildete
siebenstellige Zahl durch 2 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Zahl
mit 2,4, 6 oder mit 8 endet. Wir erhalten also

Sei B das Ereignis, dass die gebildete siebenstellige Zahl durch 3 ist. Eine
Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar
ist. Die Quersumme unserer siebenstelligen Zahl ist immer 35 und somit
nicht durch 3 teilbar, also

P(B) = 0.
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Sei nun C' das Ereignis, dass die siebenstellige Zahl durch 4 ist. Dazu muss
die aus den letzten beiden Ziffern der siebenstellige Zahl untersucht werden.
Fiir die letzten beiden Ziffern haben wir genau 6 - 7 = 42 Moglichkeiten.
Davon sind die folgenden Mdoglichkeiten durch 4 teilbar:

N = {24, 28, 32, 36, 46, 52, 56, 64, 68, 72, 76, 84}.
Damit ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit von

poy - WL _ 142

42 42 T
Aufgabe 1.10.7

Die Ecken eines Wiirfels sind gleichméfig schriag abgeschliffen, so dass der
Wiirfel auch seinen Seite nun Ecken liegen kann. Die Wahrscheinlichkeit
jeder Ecke sei 1/4 mal so grofl wie die einer Seite. Berechne die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass eine 6 gewiirfelst wird.

L6sung

Der Wiirfel hat 8 Ecken und 6 Seiten. Sei P die Laplace Verteilung und A
das Ereignis, dass der Wiirfel auf der 3 liegenbleibt. Gewichten wir nun die
Seiten mit 4 und die Ecken mit 1, so erhalten wir

4 1
PA) = —— = —,
W= 53561 " 3

Aufgabe 1.10.8

Unter 32 Karten befinden sich 4 Asse. Alle Karten werden nebeneinander
hingelegt. Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die neunte Karte das
zweite Ass ist.

LGsung

Sei P die Laplace Verteilung und A das Ereignis, dass unter den ersten 8
aufgedeckten Karten genau ein Ass ist. Dann erhalten wir nach der hyper-
geometrischen Verteilung gerade

D () 41184040

(382) 10518300

P(A) = ( ~ 0.4503.

Sei B nun das Ereignis dafiir, dass die neunte Karte genau das zweite Ass
ist. Dann erhalten wir

3
P(B) = P(A)- 37 =~ 0.0563 = 5.63%,

da wir noch genau 3 Asse in 24 Karten {ibrig haben.
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Aufgabe 1.10.9

Es sei R[zy, .., 2] der Polynomring mit n > 2 Variablen. Ein Monom vom
Grad m ist ein Polynom der Form

il. . 7’"
x-an

mit 37, 4; =m und i; € NU{0} fiir j = 1,..,n.

Berechne die Anzahl der Monome vom Grad m in R[zq, .., ;).

Losung

Wir untersuchen also alle Polynome der Form

(51 in
Ty ... T,

mit 27:1 ij = m. Betrachten wir das Zellenmodell mit n Zellen, auf die m
ununterscheidbare Kugeln mit Mehrfachbesetztung verteilt werden. Dieses
Modell beschreibt genau die Situation der Monome vom Grad m mit n
Variablen. Somit gibt es nach dem Zellenmodell genau

n+m—1
m
derartige Monome.

Aufgabe 1.10.10

Drei Kartenspiele mit jeweils n verschiedenen Karten werden getrennt ge-
mischt und in drei Reihen hingelegt:

o o o o ... O 1. Spiel
O o o o ... O 2. Spiel
O o o o ... O 3. Spiel

Berechne die Wahrscheinlichkeit g,,, dass wenigstens eine der Spalten aus
gleichen Karten zusammengesetzt ist.

L6sung
Zunéichst sei
Q = {r|7:{1,..,n} — {1,..,n}, 7 bijektiv}

die Menge aller n Permutationen. Da wir drei Kartenspiele mit jeweils n
Karten haben, betrachten wir die Menge Q3 mit |Q3| = (n!)3.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit g, ist nun P(A) mit

A = {(m,ma,m3) € Q3| m1(i) = ma(i) = m3(4) fiir mindestens ein i},
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dabei ist P die Laplace Verteilung. Betrachten wir weiter fiir ¢ = 1, .., n die
Mengen

B, = {(7‘(’1,71’2,7'('3) S 03 | 7T1(’i) = 7T2(i) = Wg(i)},
dann gilt A =J;", B;. Um

o = P(A) = P(U BZ)

zu berechnen, kann also die Siebformel angewendet werden. Es gilt fiir alle
1<i<n,i<j<nund j<k<nnun

1
P(BZ) = ﬁ7
1
PBNB) = o=

PIBINBNBY) = o —am o)y

und so weiter. Nach der Siebformel erhalten wir also

qn = P(A) = P(CJBZ>

=1
- Z>n2(nl—1)2 * (Z) nZ(n — 1)12(n gt (nl!)2
- () () e ()

- n\ ((n — k)!)? " n—k)!

k=1

Fiir kleine n erhalten wir damit die Wahrscheinlichkeiten, die in der folgen-
den Tabelle 1.4 gezeigt sind:

n 1 2 3 4 5) 6 7 8
1 1 5 41 71 3137 557563 9022171
4n 4 18 192 400 20736 4233600 77414400

in% | 100 25 27.8 213 17.8 15.1 13.2 11.7

Tabelle 1.4: Wahrscheinlichkeiten ¢, fiir kleine n.

Weiter gilt

n

P(A) = P(UBZ) < Y P(B) = Z% = %
i=1 =1

i=1
Fiir n — oo ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Spalte aus gleichen
Karten zusammengesetzt ist, gleich 0.



Kap. 1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume 68

Aufgabe 1.10.11

Es werden zwei Wiirfel geworfen, die die Ziffern 1, ..,6 tragen. Es bezeichne
r; fiir ¢ = 2,..,12 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augensumme der
beiden Wiirfel gleich ¢ ist.

Zeige, dass es keine zwei verfilschten Wiirfel gibt, so dass ro = .. = rq9 gilt.

L6sung

Angenommen es gibe zwei solche verfilschten Wiirfel, dann wiirde
r9 = ...=1T19 > 0

gelten. Sei P;(k) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mit dem iten Wiirfel
die Zahl k gewiirfelt wird. Dann gilt 7o = Pi(1) - Py(1). Somit sind Pj(1)
und P, (1) groBer 0. Weiter gilt r19 = P1(6) - P2(6), also sind auch P;(6) und
P5(6) > 0. Es gilt nun

rr = Pi(1)- P(6) + Pi(6) - Po(1) + P1(2) - P2(5) + Pi(5) - P2(2)
+P1(3) - P2(4) + P1(4) - P(3).

Daraus erhalten wir
ry > Pl(l) 'P2(6) —I—P1(6) ‘P2(1) < ro = rg

und es folgt
Pi(1) - P5(6)
P (6)
Somit gilt aber auch Py(1) < P»(6), da der linke Summand > 0 ist. Analog
erhalten wir auch P(1) > P(6), was zum Widerspruch fiihrt. Es gibt also
keine zwei erfilschten Wiirfel mit ro = .. = rqs.

+ P(1) < P(6).

Aufgabe 1.10.12

Es werden drei faire Wiirfel geworfen. Berechne die bedingte Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass unter der Vorinformation, dass keine zwei Wiirfel die
gleiche Augenzahl haben, eine 6 gewiirfelt wird.

LGsung

Es seien B die Moglichkeiten der Vorinformation, dass also keine zwei Wiirfel
die gleiche Augenzahl haben. Es gilt damit |B| =6-5-4 = 120.

Weiter seien A die Moglichkeiten, dass eine 6 gewiirfelt wird. Die Anzahl
der Moglichkeiten, dass eine 6 gewdiirfelt wird, aber keine zwei Wiirfel die
gleiche Augenzahl haben, ist 5-4+5-445-4 = 60, also gilt |AN B| = 60.
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Damit erhalten wir die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit

P(ANB) 2 21
P(A|B) = “PB) ﬁgo = ﬁ = 5 = 50%
6 1

Aufgabe 1.10.13

Zwei Schiitzen schieflen abwechselnd auf ein Ziel, bis einer trifft. Die Tref-
ferwahrscheinlichkeit pro Schuf} ist bei Schiitze 1 gleich p; und bein Schiitze
2 gleich py. Schiitze 1 beginnt das Duell.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass Schiitze 1 bzw. Schiitze 2 ge-
winnt. Gib weiter Bedingungen fiir p; und p» dafiir an, dass beide Schiitzen
die gleiche Siegeswahrscheinlichkeit haben.

Losung

Zunichst nehmen wir an, dass 0 < p1,p2 < 1 gilt.

Die folgende Tabelle 1.5 zeigt die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass Schiitze
1 bzw. Schiitze 2 im jeweiligen Versuch das Duell gewinnt:

Schiitze 1 Schiitze 2

1. Versuch p1 (1= p1)p2
(L=p2)pr | (L =p1)*(1 = p2)p2

3. Versuch || (1 —p1)*(1 —p2)?p1 | (1 —p1)3(1 — p2)*p2

4. Versuch || (1 —p1)3(1 —p2)3p1 | (1 —p1)*(1 — p2)®p2

2. Versuch | (1 —p1)(1

P2)

Tabelle 1.5: Erfolgswahrscheinlichkeiten der Schiitzen.

Sei nun Sp, das Ereignis, dass Schiitze 1 in der nten Runde gewinnt und
analog Sy, jenes, das Schiitze 2 in der nten Runde gewinnt. Man erkennt
anhand von Tabelle 1.5, dass gilt:

P(S,) = p(l—p)" "1 —p)" ",

P(S5,) = pa(1—p1)"(1—po)" "
= po(1—p1)(L—p)" 11 —po)"!

Weiter sei S1 das Ereignis, dass Schiitze 1 dass Spiel gewinnt, und Ss jenes,
das Schiitze 2 gewinnt. Um nun die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten zu
berechnen, miissen alle moglichen Spielausgéinge aufsummiert werden. Somit
gilt

o0 (o9}
P(S1) = Y pi-(1—p)F(1—p2)* = p1- > ((1—p1)(1—p2))F,
k=0

k=0
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oo

P(Sy) = pa(1—p1)- > ((1=p1)(1—p2))*.

k=0
Mit der Annahme 0 < p1,ps < 1 gilt stets

(I=p)(I—p2) < 1,
also sind P(S7) und P(S2) nach der geometrischen Reihe konvergent und es
folgt

p1 D1
P S = g ,
(51) 1—((1—=p1)(1—p2)) p1+ P2 — p1p2
1— _
P(Sy) = p2(1 = p1) _ p2—pipe

L= ((1=p)(L=p2))  p1+p2—pip2’
Wenn beide Schiitzen die gleiche Siegeswahrscheinlichkeit haben sollen, muss
P(S1) = P(S2) gelten und somit p; = pa(1 — p1), also
pP1
L—p1
Fiir p; > % folgt damit po > 1, was nicht erlaubt ist.

P2 =

Fiir alle 0 < p; < % und
pP1

I—p1
erhalten wir aber wie gefordert P(S1) = P(S) = 1.

p2 =

Ist also zum Beispiel p; = %, SO muss p2 = % gelten, damit beide Schiitzen

die gleiche Siegeswahrscheinlichkeit haben.

Aufgabe 1.10.14

Eine Familie vermisst ihren Hund. Es gibt drei Moglichkeiten:

A = Der Hund ist heimgelaufen und wartet vor der Haustiir,
B = Der Hund hat einen Knochen auf dem Spielplatz gefunden,
C = Der Hund streunt am Waldrand herum.

Aus den Gewohnheiten des Hundes sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten
flir diese Moglichkeiten bekannt:
1 1 1
P(A) = - P(B) = - P = —.
Fin Kind sucht auf dem Spielplatz und ein anderes Kind am Waldrand
nach dem Hund. Wenn der Hund auf dem Spielplatz ist, so wird er zu 90 %

gefunden. Wenn der Hund am Waldrand ist, so wird er zu 50 % gefunden.
(1) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eines der Kinder den Hund
findet.

(2) Berechne die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Hund vor der
Haustiir wartet, wenn keines der Kinder den Hund angetroffen hat.
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Losung Teil 1
Sei D das Ereignis, dass eines der Kinder den Hund findet. Die Wahrschein-
lichkeit P(D) erhalten wir nach der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(D) = P(D|A)-P(A)+ P(D|B)- P(B) + P(D|C) - P(C)

11 23
= 0+—--4--= = = = 575%.
27272 T a0 %

Losung Teil 2

Nun nuten wir das Ergebnis aus Aufgabenteil 1 und wendne die Bayessche
Formel an:

1
P(A|D®) = P(DC|A) - = 1. = — =~ 58.82%.

Aufgabe 1.10.15

Ay, As und As seien paarweise stochastisch unabhingige Ereignisse mit
P(A;) =p fiir i =1,2,3 und mit P(A; N A2 N A3) = 0. Finde den Wert fiir
p, fir den P(A; U Ay U Az) maximal wird.

L6sung
Nach der Siebformel und der stochastischen Unabhingigkeit erhalten wir

P(A1UA2UA3) = P(Al)—I—P(Ag)—i—P(Ag)—P(AlﬂAg)

—P(AQQAg)—P(AlﬂA:;)—l-P(AlﬁAgmAg)
= p+p+tp—p*—p°—p°
= 3p—3p>

Gesucht ist nun das Maximum der Funktion
f:[0,1] =R mit f(p) = 3p—3p°.

Bei dieser nach unten gedffneten Parabell erhalten wir durch f/(p) = 3 —6p
unser gesuchtes Maximum sofort bei p = 1/2.

Aufgabe 1.10.16

In einer Urne befinden sich 3 schwarze, 5 blaue und 2 rote Kugeln. Be-
rechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim Ziehen von 2 Kugeln ohne
Zuriicklegen beide die gleiche Farbe haben.



Kap. 1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume 72

Losung

Sei P die Laplace Verteilung und sei A das Ereigniss, dass beim Ziehen von
zwei Kugelen beide Kugeln die gleiche Farbe haben. Dann erhalten wir nach
der totalen Wahrscheinlichkeit gerade

14,11 6,20 2 4
109 29 5 9 90 90 90 45

Aufgabe 1.10.17

Es seien A, B und C drei Ereignisse, zu denen wir die folgendne Wahrschein-
lichkeiten kennen:

P(A) = =,  P(BY =

1
_ 1 c _ 1
1 , PC) = -, P(A¥ N B) 7

P(Buc®) =
Berechne P(AU B UC(C).

Losung

Bevor die Siebformel angewendet werden kann, miissen noch einige Wahr-
scheinlichkeiten berechnet werden. Es gilt P(B) = 1 — P(BY) = %. Weiter
folgt aus der DeMorganschen Regel

P(BucC® = P((BNC)Y) = 1-P(BNC) =

)

[N 3t

also P(BNC) = ¢. Natiirlich gilt P(ANBNC) = 0, da bereits P
ist. Es ergibt sich noch

—

ANC) =0

PA°NB) = i _ _ P(A%). P(B),

also sind A® und B stochastisch unabhingig und damit auch A und B.
Somit erhalten wir

P(AnB) = P(A)-P(B) =
Nun kann die Siebformel angewendet werden:
P(AUBUC) = PA)+PB)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—

P(BNC)+P(ANBNC)

S N NS S RPN I
4 3 2 12 6 6
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Aufgabe 1.10.18

Die Wahrscheinlichkeiten, dass eine Familie k£ Kinder hat, sei wie folgt ver-
teilt:

Anzahl Kinder 0 1 2 3 4 5 > 6
Wahrscheinlichkeit 03 0.2 0.2 0.15 0.1 0.05 0.0

Jungen und Méadchen seien gleichverteilt.

Es wird zufillig eine Familie mit einem Jungen ausgewihlt. Berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass dieser Junge eine Schwester hat.

Losung

Es sei A die Menge dafiir, dass ein Méadchen in einer festen Familie lebt und
es sei B die Menge, dass ein Jungen in einer festen Familie lebt. P sei die
Laplace Verteilung. Dann gilt nach der totalen Wahrscheinlichkeit

1 3 7 15 31
P(A) = P(B) = --024--024--0154+—-0.1+ -=-0.05
(4) (B) 2 +4 +8 +16 +32

= 0.523438.

Nun berechnen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Junge und ein
Médchen in einer festen Familie leben, also

2 6 14 30
P(ANB) = 702+ 2015+ - 01+ 5 -0.05 = 0.346875.

Die Losung des Problems liefert damit die folgende bedingte Wahrschein-

ficheit P(ANB)  0.346875
N .
P(A|B) = = ~ 0.662687 .
(41B) P(B) 0.523438

Aufgabe 1.10.19

Eine natiirliche Zahl I werde mit der Wahrscheinlichkeit P({I = n}) =
1/2™ ausgewahlt. Nimmt / nun den Wert n an, so wird eine Miinze einmal
geworfen. Mit einer Wahrscheinlichkeit von e~ fillt diese so, dass Zahl
erscheint.

Gib einen Wahrscheinlichkeitsraum an und berechen die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass Zahl erscheint.
Losung

Es wird also zunéchst eine natiirliche Zahl n ermittelt und danach eine
Miinze geworfen. Unser Grundraum () ergibt sich somit aus

Q = Nx{K,Z},



Kap. 1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume 74

dabei steht K fiir Kopf und Z fiir Zahl. Wir definieren dazu wie gefordert
die Funktion

L (1—e™) wenn z=K

€ wenn x =2 fir alle w = (n,z) € Q.

Nun miissen wir zeigen, dass f eine Zahldichte ist, dass also ) ., f(w) =1
gilt. Nach der geometrischen Reihe folgt aber sofort

1 1 1 1 1
Zf(w) = 227(1_6_”)‘}‘276_” = 227—276_n+276_n

wes neN n=1
oo o
1 1 1
= 27—227—1—1_1—1—2—1:1
n=1 n=0 2

Fiir alle A C Q mit P(A) = > 4 f(w) ist demnach (€2, P) der gesuchte
Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Zahl erscheint, ergibt sich nun nach

1 </ 1\" </ 1\" 1
—n _ _ J—
Dot " = Z<2> = Z(2> B
neN n=1 n=0
2e 2¢e — 1 1
= — = ~ 22.5%.
2¢ — 1 2¢ — 1 2¢ — 1 %

Aufgabe 1.10.20
Sei 2 = NU {0} und sei

f(n) — 10—(?’L div 9)+1’
dabei ist div die ganzzahlige Division, wir haben also

f(0)=...=f(8) =0.1, fO)=...=f(17)=0.01, ....
Zeige:
(1) f ist eine Z&hldichte auf Q.

(2) Zusammen mit der durch die Zéhldichte f gegebenen Verteilung P ist
(Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(3) Die Abbilung P : P(Q2) — [0, 1] ist surjektive.
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Losung Teil 1

€1 ist abzdhlbar, wir haben also nur noch ) .o f(n) = 1 zu zeigen. Es gilt
aber gerade

D fn) = Y fln) = 9.3 107" = 9Z<1l> 9
nell n=0 n—1 =0
= 9. 11—9:10—9:1
l—15

und somit folgt die Behauptung.

Losung Teil 2
Wir definieren die Verteilung P durch

P(A) = ) f(n) firalle ACQ.
neA

Wir haben damit nun die o Additivitit zu zeigen.

Seien {A;}ien paarweise disjunkte Teilmengen von 2. Dann gilt aber sofort

da fiir alle & € N aufgrund der Disjunktheit 10~* maximal 9 mal in der
Summe aufsummiert wird, es gibt also keinen Zehneriiberlauf. Dies zeigt die
o Additivitdt und somit ist (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Losung Teil 3

Es ist klar, dass P(()) = 0 gilt. Aus der Analysis ist bekannt, dass es zu jeder
reellen Zahl 0 < x < 1 eine Folge (ay)ren von Ziffern gibt, so dass

[e.e]
T = Z akl()_lC
k=1

gilt. Dabei ist 0 < a; < 9 fiir alle £ € N.

Wir miissen nun jedes aj durch eine Menge von natiirlichen Zahlen identi-
fizieren, so dass all diese Mengen disjunkt sind.

Sei dazu
Ak = {9(]€—1)+?" ‘ TZO,..,ak—l}.

Fiir ay gilt also A, = (). Die Mengen Aj, sind fiir £ € N disjunkt und wir
erhalten fiir alle 0 < 2 <1

r = f([j Ak> = iaklo_k,
k=1 k=1
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womit die Surjektivitdt von P : P(Q) — [0, 1] gezeigt wurde.

Aufgabe 1.10.21

Der Mensch hat 6 moégliche Genotypen der Blutgruppe, ndmlich
AA, BB, 00, AB, A0, BO0,
die in der Elterngeneration mit den Wahrscheinlichkeiten

b1, P2, P3, P4, P5, Pé6
vorkommen. Berechne die Verteilung der Genotypen unter der ersten Kin-
dergeneration bei zufilligen Paarungen.
Losung

Um die erste Kindergeneration P; zu untersuchen, berechnen wir die einzel-
nen Wahrscheinlichkeiten

Pl(AA)a PI(BB)7 Pl(oo)v Pl(AB)a Pl(Ao)v Pl(BO)a

analog zum Beispiel 1.4.1 auf Seite 31. Die Wahrscheinlichkeit P;(AA) er-
halten wir aus Tabelle 1.6.

Py-Konstellationen || W(konst) | W (AA|konst)

AA AA p? 1

AA AB pip 1/2
AB AA P1p2 1/2
AA A0 DP1P5 1/2
A0 AA DP1Ps5 1/2
AB AB P2 1/4
AB A0 D4Ps 1/4
A0 AB D4Ds 1/4
A0 A0 p? 1/4

Tabelle 1.6: Wahrscheinlichkeiten der ersten Kindergeneration.

Aus keiner weitern Py-Konstellationen kann ein Kind mit der Blutgruppe
AA erzeugt werden. Wir erhalten also

1 1 1
Pi(AA) = p% + p1p4 + p1ps + Zpi + gpi + §p4p5 .

Analog konnen wir auch die anderen gesuchten Wahrscheinlichkeiten be-
rechnen und erhalten

1

1 1
Pi(BB) = pa+ paps + pops + Zp?; + Zp% + 5Pap6
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1 1 1
P(00) = p3-+psps + pspe + Zpg + Zp% + 5 P5P6
1 1
Pi(AB) = 2pip2+ pipa + pipe + papa + paps + 5P4P5 + 5Paps
L ppe + 272
2]95196 2p4 3
1 1
P1(A0) = 2pip3+ pips + pipe + p3pa + p3ps + 5Paps + 5Paps
L psps + o2
2p5p6 2]75 )
1 1
Pi(B0) = 2pop3+ paps + paps + p3pa + p3ps + SPaps + 5Paps
LI
2p5p6 2176 .

Aufgabe 1.10.22

In einer Gliihbirnenfabrik stellen 3 Maschinen X, Y und Z von der Ge-
samtproduktion 20 %, 30 % und 50 % her. Dabei sind im Mittel 2 % von der
Maschine X, 4% von Y und 7% von Z hergestellten Birnen defekt. Aus der
Gesamtproduktion wird eine Gliihbirne entnommen, die sich als fehlerhaft
herausstellt. Berechne die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die defekte Birne
von Maschine X, Y bzw. Z produziert wurde.

L6sung

Sei A das Ereignis, dass eine aus der Gesamtproduktion zufillig gezoge-
ne Glithbirne von Maschine X produziert wurde. Seien B und C' analog
definiert. Sei weiter G das FEreignis, dass eine aus der Gesamtproduktion
zufillig gezogene Glithbirne defekt ist. Gesucht sind also P(A|G), P(B|G)
und P(C|G).

Es gilt nach Aufgabenstellung
P(A) = 0.2, P(B) = 0.3 und P(C) = 0.5.

Aus der Aufgabenstellung folgt ebenfalls, dass die Wahrscheinlichkeiten da-
fiir, dass eine von Maschine X, Y oder Z produzierte Gliithbirne defekt ist,

P(G|A) = 0.02, P(GB) = 004 und P(G|C) = 0.07

sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine aus der Gesamtproduktion
zufillig entnommene Gliithbirne defekt ist, ergibt sich nach der totalen Wahr-
scheinlichkeit zu

P(G) = 0.2-0.02+0.3-0.044+0.5-0.07 = 0.051.
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Schliefllich ergibt sich nach der Bayesschen Formel
P(A)  0.02-0.2

P(AIG) = P(GIA) 5o o~ T84,
P(B 0.04-0.3

P(B|G) = P(G\B)PE G; = oo~ 2353%,
P(C 0.07-0.5

P(CIG) = P(G|C) PE G; = U N 6863%.

Aufgabe 1.10.23

Es seien Xy fiir N € N Zufallsvariablen mit einer hypergeometrischen Ver-
teilung mit Parametern den Parametern (N, [pN],n), dabei ist [z] die grofite
natiirliche Zahl < z. Zeige, dass

lim P(Xy =k) = (Z)pk(l _pnt

N—oo

gilt, dass die hypergeometrische Verteilung also gegen die Binomialverteilung
konvergiert.

Losung
Es gilt
[PN]\ (N
P(Xy=Fk) = M
()
_ [pN|! (N — [pN])! n!(N —n)!
El([pN] = k)! (n —k){(N — [pN] —n + k)! N!
n! [PN)J/(N — [pN)U(N —n)!

El(n — k)! NI([pN]— k) (N — [pN] —n + k)!
<n> [pN]...([pN]—k+1)- (N —[pN])...(N = [pN] —n+k+1)
k N(N—-1)...(N—=n+1) ’
Betrachten wir den Grenzwert limy_,,, so folgt wegen limy o [pN]/N = p

lim P(Xy = k)
N—oo

(n) NP (0= 5N =) (1 —p = "))
k 1(1 _ ) ( _ n+1))
(”)p“'(p_kﬁl)(l—p) (1 —p— oAkl

k 1(1-%)...(1=2H ‘

Da fiir alle x € R gerade limy .o, 5 = 0 gilt, folgt wie behauptet

N P&y = k) = (Z)pk(l_lp)n_k = (Z)p’“(l—p)n"“.
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Aufgabe 1.10.24

Die kte von n > 3 Urnen enthalte k£ schwarze und n — k weifle Kugeln,
wobei n ungerade sei. Nun wird eine Urne zufillig ausgewéhlt und daraus
eine Kugel gezogen. Berechne unter der Annahme, dass die gezogene Kugel
scharz ist, die Wahrscheinlichkeit p, dafiir, dass die gewédhlte Urne danach
noch mindestens soviele schwarze wie weile Kugeln enthalt.

Losung

Das Beispiel n = 7 verdeutlicht Abbildung 1.12.

1 2 3

® O ® O o9

0°0)(o®0](o®0O

(o] o O o o
o o °

of0)lo®0]lpo®O

oo o0 o O

Abbildung 1.12: Urnen vor und nach dem Ziehen einer schwarzen Kugel.

4 5 6 7

Mit B bezeichnen wir die Moglichkeiten, dass eine schwarze Kugel gezogen
wird, und mit A bezeichnen wir die Moglichkeiten, dass nach der Ziehung
noch mehr schwarze als weifle Kugeln in der Urne enthalten sind. Sei P die
Laplace Verteilung. Dann haben wir nach der Aufgabenstellung

1k ok
P(B) = ~oo md P(4) = > o=
k=1 k:nT-H

Damit kann nun die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit p, = P(A|B)
berechnet werden:

1 k
P(ANB)  2hmfiyn n  2penp K

Pn = P(A|B) = = -
P(B) 22:1%'% 21k
n—lin—1_1q
B ”(”2“)— 2 (22 ) ol 4n—gnt+gn—f—n+3
B n(nt1) B n?+n
2
_ oanitntg 31
- n24+n 4 4dn’

Betrachten wir den Grenzwert fiir n — oo, so erhalten wir

s g =
o =
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Aufgabe 1.10.25

Es wird solange mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt, bis im nten Wurf eine
6 kommt. Berechen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass n = 2 gilt unter der
Annahme, dass n gerade ist.

Losung

Sei 2 die Menge aller Wiirfelfolgen, die mit einer 6 enden und bei denen
zuvor keine 6 vorkam. Sei weiter A die Menge dieser Folgen, die aus nur
zwel Wiirfen besteht, bei denen der zweite Wurf gleich eine 6 war. Sei weiter
B die Menge der Folgen, die aus einer geraden Anzahl von Wiirfen besteht.

Ist P die Laplace Verteilung auf 2, dann erhalten wir

pay = 2.1 _ 2
6 6 36
Um P(B) zu berechnen, miissen wir die folgende Reihe betrachten, da die
erste 6 theoretisch erst im Unendlichen gewdiirfelt werden konnte:

() 5 (&) 5 () 5 ()

P(B) =

+

1
5 .
_ 1_5‘3(5)%‘1_ L5 (5) _ 1.55‘3(5)2’“
6 £ \6 6 £ \6 6 6 £\6
_ st 53 _ 5
6 6 1_(%)2 36 11 11’

dabei wurde die geometrische Reihe verwendet.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B). Es ist sofort einsichtig,
dass P(B|A) =1 gilt, denn eine Folge aus 2 Wiirfen ist auch eine Folge mit
einer geraden Anzahl von Wiirfen. Nach Bayesschen Formel erhalten wir
also

5
P(AB) = P(B]A)-]i)gg; - ;- % ~ 30.6%.
11

Aufgabe 1.10.26

Die Wahrscheinlichkeit in einer Auster eine Perle zu finden ist ¥ = 0.001.
Gib eine Wahrscheinlichkeitsmafl zur Berechnung dafiir an, unter n = 5000

Austern mindestens zwei Perlen zu finden, und berechne diese Wahrschein-
lichkeit.
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Losung

Eine Perle in einer Auster zu finden ist ein seltendes Ereignis. Wir approxi-
mieren das Problem daher durch die Poisson Verteilung mit dem Parameter

A = n-Y = 5000-0.001 = 5.

Damit erhalten wir die Zahldichte
f(n) = e = —e7° fir n € NU{0}.

Die Wahrscheinlichkeit P», dass mindestens zwei Perlen gefunden werden,
ist nun

6
Py =1—f0)—f(1) =1-eP"=5e” =1-—= ~ 95.96%.
€

Aufgabe 1.10.27

Drei unterscheidbare faire Wiirfel werden geworfen und es bezeichne w; fiir
1 =1,2,3 das Ergebnis des jeweiligen Wiirfels. Bestimme die Verteilung der
Zufallsvariablen X7 = min{wy, w2, w3} und X9 = max{w;, we, ws}.

Losung
Wir wollen also die Zufallsvariablen
X :{1,...,6)> = {1,...,6}  fir k=1,2
mit
X1 (wi,we,w3) = min{wy,ws, w3} und
Xo(wi,we,w3) = max{wy,ws, w3}

untersuchen. Wir erhalten dafiir sofort

PY({1}) = P(X1=1) = 636_353 - 2%’

PXi({2}) = P(X,=2) = 536_343 - 2%’

PY({3}) = P(X;=3) = 436_333 - 2%’

PH({4}) = P(X1=4) = 336_323 B 21%36’

PY({5})) = P(X;=5) = 236_313 - TI(S’
13 1

PY({6}) = P(X1=6) = — = -—
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und PX1({k}) = 0 fiir k¥ ¢ {1,..,6}. Aus Symmetriegriinden erhalten wir
analog

PUI) = POR=D = 5 = g

P¥2({2}) = P(X,=2) = 236313 - TIGS’
PR2({3}) = P(X»=3) = 336_323 - 21756’
PX2({4}) = P(Xy=4) = 436_333 B 2%’
PX2({5}) = P(Xy=5) = 536_343 - 267116’
PX2({6}) = P(Xy=6) = 636_353 - 2%’

Aufgabe 1.10.28

In Gottingen gibt es IV Haushalte. W&hlt man aus diesen N Haushalten
zufillig einen aus, so ist die Wahrscheinlichkeit gleich pg, dass in diesem
Haushalt £ Kinder wohnen mit 0 < £ < m und m sei dabei die maximale
Anzahl an Kindern in einem Haushalt. Nun wird zufillig ein Kind aus der
Gesamtheit aller Kinder in Géttingen ausgewéhlt und es sei X die Anzahl
der Kinder, die in dem betreffenden Haushalt lebt. Bestimme die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von X.

L6sung

Es gilt
X:Q—=A{1,...,m}.

Gesucht ist P(X = k). Das Auswiihlen eines Kindes und somit eines Haus-
haltes ist Laplace verteilt. Sei A die Anzahl von Kindern in Gottingen, die
in einem Haushalt mit £ Kindern wohnen. Sei Hj, die Anzahl der Haushalte
in Gottingen, in denen k£ Kinder wohnen. Sei weiterhin M die Anzahl von
Kindern, die in G6ttingen wohnen. Dann gilt

Ay Hy ok
M M

Es gilt
Hy=pe-N und M = Y Npik.
k=1
Somit folgt

pr-N -k prk
P(X =k = o = - .
( ) Zk:1 Npik Zk:1 prk
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Summieren wir die Einzelwahrscheinlichkeiten auf, so erhalten wir wie immer

m
po-0 p1-1 D - M
P(X=k) = + +o =
kZ_O ( ) >kt Pek - DTiL pik Soriy pik
04 k=t PEE
ZZLlpkk

Aufgabe 1.10.29

Sei Q = {w1,w2,ws} und sei

P(wl) = P(WQ) = P(w:),) = g

Weiter seien die Zufallsvariablen X, Y und Z gegeben durch
X(wy) =1, X(w2) = 2, X(ws) = 3,
Y(w)) = 2, Y(w2) = 3, Y(ws) =1,
Z(w1) = 3, Z(w2) = 1, Z(wsg) = 2.
Bestimme die Verteilungen von X + Y, von Y + Z und von /(X2 +Y?2)Z.

Losung

Zunichst zeigen wir, dass X, Y und Z die gleichen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen besitzen, denn es gilt fiir

X,Y,Z:{1,2,3} — {1,2,3}

gerade
PY({1}) = P(X=1) = P(w) = 1/3,
PY({2}) = P(X=2) = P(wy) = 1/3,
PX({3}) = P(X=3) = P(ws) = 1/3,
PY({1}) = P(Y =1) = P(ws) = 1/3,
PY({2}) = P(Y =2) = P(w) = 1/3,
PY({3}) = P(Y =3) = P(w) = 1/3,
PA({1}) = P(Y =1) = P(w) = 1/3,
PZ({2}) = P(Y =2) = P(w3) = 1/3,
PZ({3}) = P(Y=3) = P(w) = 1/3.

Weiter erhalten wir X +Y : {1,2,3} — {3,4,5}
PYYY((3)) = P(X+Y=3) = Plu) = 1/3,
PXYY(4}) = P(X+Y =4) = Plug) = 1/3,
PXYY({5}) = P(X+Y =5) = P(w) = 1/3
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und ebenso Y + Z : {1,2,3} — {3,4,5}

PY7({3}) = P(Y+Z=3) = P(ws) = 1/3,
PYT2({4}) = P(Y+Z=4) = P(w) = 1/3,
PY*2({5}) = P(Y+Z=5) = P(w) = 1/3.

Fir /(X2 +7Y2)Z : {1,2,3} — {V13,V15,/20} ergibt sich

PVIEZIBY = P (VX4 Y2Z =VI3) = P(w) = 1/3,
PVIEZ(VIBY) = P(VXZ4Y2)Z =VI5) = Plw) = 1/3,
pVEEYZ ¢ ooy P(\/m=\@) = Plws) = 1/3.

Aufgabe 1.10.30

Seien X7, .., X,, unabhéngige gleichverteilte Zufallsvariablen mit Werten in
{1,.., N}. Berechne

E (max{Xj,..,X,}) + E (min{ X, .., X, }).

LGsung
Es gilt
X;:Q—Q, c{1,.,N}
mit 1
P(X;=k) =
' €]

fir i =1,..,n und k € Q). Wegen der Unabhéngigkeit, der Gleichverteilung
und der Symmetrie erhalten wir

E (max{Xy,., X,}) + E (min{X;,.., X, })
N

N
= Zk-P(maX:k)+Zk"P(min:k>

k=1

E
—_

WE

k- P(max = k) + k-P(max =N —k+1)

k=1

k- P(max = k) + P(max = k(N — k+1))

I
M= [0 TM=
M= 11

k-Pmax=%k) + » (N—k+1) - P(max = k)

ﬁ.
—_
ﬁ.
—_
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N
= > (k+N—k+1)-P(max = k)
k=1
N
= 1)-> Plmax=k) = (N+1)-1 = N+1.
k=1

Aufgabe 1.10.31

Aus einer Urne mit N Kugeln wird mit Zuriicklegen gezogen. Berechen die
erwartete Anzahl der Ziehungen, die bendtigt wird, bis jede Kugel mindes-
tens einmal gezogen wurde.

Losung

Wir betrachten die Zufallsvariablen
X = Xi+...+Xn,

wobei X fiir k = 2,.., N die Anzahl der Ziehungen zwischen dem ersten
Erscheinen der (k—1) ten und der k ten Kugel beschreibt, also die Wartezeit
auf den ersten Erfolg. Dies heifit, dass PX* geometrisch verteilt ist mit dem

Parameter
N-k+1

wir haben also
191 = 1, 192 = — Y, bis 19]\[ = —.
Weiter ist bekannt, dass der Erwartungswerte F X einer geometrischen Ver-

teilung X mit Parameter ¢ gerade EX = 1/¢ ist. Dadurch erhalten wir die
gesuchte Anzahl der Ziehungen Z(N):

N N N N
Z(N) = E(ZX) = Y EX; = Zm
i=1 i=1 =1

1 1 1 1
- Ny - N. - S
;N—kﬂ <N+N—1+ +2+>
~ N-(logN +7),

dabei ist v ~ 0.57721 die Eulersche Konstante.

Fiir N = 13 erwarten wir also nach Z(13) = 41.34 Ziehung, dass jede Kugel
einmal gezogen wurde.
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Aufgabe 1.10.32

Seien X und Y reelle Zufallsvariablen mit EX = EY = 0, mit Var(X) =
Var(Y) = 1 und mit Cov(X,Y) = p. Zeige, dass dann
E(max(X2Y?) < 141 —p?

gilt. Dabei kann die Identitét max(a,b) = (a+b)/2+|a—0b|/2 fiir alle a,b € R
verwendet werden.

L6sung
Es gilt nach Definition und nach Voraussetzung
Cov(X,Y) = E(XY)—(EX)(FY) = E(XY) =»p

und
Var(X) = E(X?) - (EX)? = BE(X?) =1

sowie analog F(Y?) = 1. Damit erhalten wir

% (BE(X®)+EXYY) + E(IX%-Y?)
@ E(X? - V)) = 145 B((X +¥)(X - V)])

b5 VB V) VE((X -V P)

F(max(X? Y?)) =

o N

= 1+ % VE(X2) +2E(XY) + E(Y?) - \/E(X2) —2E(XY) + E(Y?)

1 1
= 1+§-\/(2+2p)~\/(2—2p) = 1+ V4 —4p
= 1++1-p2

Dabei wurde die Cauchy-Schwarz Ungleichung
|B(XY)| < VE(X?) VE(Y?)

verwendet.

Aufgabe 1.10.33

Ein betrunkener Junge kommt im Dunkeln nach Hause. Die Haustiir ist
verschlossen und er hat genau n Schliissel in seiner Tasche, von denen genau
einer passt. Er wihlt zufillig einen aus und falls dieser nicht passt,

(1) ... legt er ihn beiseite.

(2) ... steckt er ihn zuriick in die Tasche.

Er probiert jeweils solange, bis er das Haus betreten kann. Die Zufallsvariable
X beschreibe die Anzahl der zum Offnen der Tiir benttigen Versuche. Gib
jeweils ein geeignetes Modell an und berechne EX sowie Var(X).
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Losung Teil 1

Ein geeignetes Modell fiir das Problem ist die Annahme, dass X Laplace
verteilt ist, also

(k) = PX=k) = & fir k=1,

Damit berechnen wir den Erwartungswert

ikl_lik_lN(NJrl)_NJrl
N N&" N B

und erhalten damit auch die Varianz

Var(X) = E(X - E(X))? = EX? - (EX)?

oS LWL e (N
~" N 4 N &~ 4

1 NWN+1D@2N+1) (N+1)?

- N 6 4

_ (N+1(@N+1) N?2+2N+1  n2-1

B 6 B 4 12

Losung Teil 2

Ein geeignetes Modell fiir dieses Problem ist die Annahme, dass X mit dem
Paramter p = 1/N geometrisch verteilt ist, also

PY(Y = P =t = (1—pp = D0 e

Essei¢=1—p= (N —1)/N. Damit erhalten wir den Erwartungswert

EX) = Oonl—) ~1p
= p(an ) = (Z(n+1)qn>
n=0
dx~o) o (4 L
N p<dqzq> a <dq (1—(1>)
_ 1 p _ I
I R e R\
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dabei haben wir die geometrische Reihe verwendet. Um nun die Varianz zu
erhalten, berechnen wir zunichst E(X?). Es gilt

E(X?) = E(X?)-EX)+E(X) = BE(X(X 1))+ EX.
Weiterhin gilt

Mx

E(X(X-1) = Y nn—1)¢""p = p> (n+1)ng
n=1

n

Il
—_ =

> d?
—pquZq PG

_ 2pq 2pq  2q

q)

1-a? P p¥
Somit folgt

Var(X) = E(X?) —(EX)? = E(X(X-1))+ EX — (EX)?
2 1 1 2-2p+p—1
R
1 q
I

Mit p=1/N und ¢g=1—-1/N = (N — 1)/N folgt schlieBlich

q N —1N? 5
Var(X) = &5 = ———~— = N*-N.
ar(X) p N1

Aufgabe 1.10.34
Seien X und Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen.

(1) X und Y seien geometrisch verteilt mit Parameter p. Bestimme die
Verteilung von X + Y.

(2) X und Y seien negativ binomial verteilt mit Parametern r und p bzw.
mit s und p, es gilt also fiir £ >0

) = (T ra-wn

fr(k) = (S+Z_1>ps(1—p)k-

Bestimme die Verteilung von X + Y.

Dabei kann die Faltungsformel genutzt werden.
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Losung Teil 1
Wir haben die Zahldichten

fx(k) = fy(k) = (1—p)k_1p fir ke N

und erhalten damit nach der Faltungsformel die Verteilung X 4+ Y durch die
Z#hldichte

z

fxav(z) = fo My(z—k) = > (1—p)'p—p) " 'p

k=1
z
= pz'Z(l —p)FTEE = 2 N (1 p)T
k=1
— 1_ z 2 2 Zl _ p z 2p2

Losung Teil 2

Durch die Zahldichten aus der Aufgabenstellung und durch die Faltungsfor-
mel erhalten wir die gesuchte Verteilung durch die Z&hldichte

fx+v(z) = fo )y (z = k)

= Z <r+ ],z - 1>pr(1 —p)F <S " i - z - 1>p3(1 —p)*F

k=0

- pr+3(1_p)zi(T+z—1><5+z:z_1>

k=0

s frtk—1+s+z—-k-1
= p*(l—p)< B )

_ ((r +5)+ 2 — 2)p’r+5(1 )

z

Dabei haben wir die Identitét
zZ: m n _(m+n
k)\z—k) z
k=0
fiir nicht negative ganze Zahlen m, n und z verwendet.

Aufgabe 1.10.35

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit symmetrischer Verteilung, es gilt also

P(X=2) = P(X=—x)
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fir alle z € R. Zeige, dass X und X? unkorreliert sind und nur dann sto-
chastisch unabhéingig sind, wenn X in maximal zwei Werten eine positive
Wahrscheinlichkeit annimmt.

Losung

Sei X : Q — Q' C R. Aufgrund der Symmetrie von X erhalten wir dann die
Erwartungswerte

EX = ) 2-P(X=2) = ) 2 PX=z)+)» -2-P(X=x)

e zeQ! zeQ/
z>0 >0

= ) z-PX=2)-)» 2-P(X=z) =0,
zeQ zeQ
>0 >0

E(X%) = Y 4* P(X=ux)

el

= > & PX=2)+) (-2 P(X = -2
zeqQ/ ze
z>0 x>0

= Z$3~P(X::E)— ZZEB'P(X:—CE) = 0.
zeQ zeq/
z>0 x>0

Nach den Rechenregeln fiir die Kovarianz ergibt sich damit
Cov(X,X?) = E(XX?) —(EX)-(B(X?)
E(X?) - (EX)-(E(X?) = 0-0-(B(X?) = 0,
also sind X und X2 unkorreliert.

Angenommen X nimmt nur einen Wert an, dann muss dieser Wert wegen
der Symmetrie gleich 0 sein. Dann haben wir

P(X:o).p(XQZ()) - 1.1 =1 = P(X:0,X2:0),

also sind in diesem Falle X und X? stochastisch unabhingig.

Angenommen X nimmt genau zwei Werte an. Dann nimmt X die Werte
x>0 und —z an und es gilt

Tabelle 1.7 zeigt die gemeinsame Verteilung von X und X? sowie deren
Randverteilungen.
Es ist sofort zu erkennen, dass X und X? stochastisch unabhingig sind.
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X2/X |z | -2 |
2?2 [1/2]1/2] 1
Sl 1/2]1/2

Tabelle 1.7: Gemeinsame Verteilung, wenn X zwei Werte annimmt.

Nun nehme X mehr als zwei Werte an, darunter etwa x und —x mit x # 0.
Dann gilt

PX=2z2) = PX=—-z) =p und P(X*=z) = 2p

fiir ein 0 < p < 1/2, da X ja mehr als zwei Werte annimmt. Damit haben
wir

P(X=z) P(X’=2) = 20> # p = P(X =2,X%>=1),

also sind X und X? nur dann stochastisch unabhingig, wenn X weniger als
drei Werte annimmt.

Aufgabe 1.10.36

Sei (X}) eien Folge von stochastisch unabhéngigen und identisch Bernoulli
verteilten Zufallsvariablen mit Parameter 1. Zeige, dass es dann ein ¢ > 0
gibt, so dass fiir alle ¢ > 0

P(‘(Xan_:,_l+X2Xn+2+...+Xan+n)/n—C’ > E) — 0

fir n — oo gilt.

Losung

Wir definieren die Zufallsvariable

1 IR
Z = E : (Xan—H + X2Xn+2 +...+ Xan—l—n) = E : (; Xan-i-k)

und berechnen dessen Varianz:

1 - 1 —
EZ = E(n-<ZXan+k>> = — ) BE(XXo)

Dabei wurde ausgenutzt, dass der Erwartungswert linear ist, dass die Folge
(Xk) stochastisch unabhéngig und identisch Bernoulli verteilt ist.
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Mit Z haben wir eine reelle Zufallsvariable auf (2, P) mit EX? < co. Setzen
wir nun ¢ = 92, so erhalten wir nach der Tschebycheff Ungleichung fiir alle
e>0

P(Z - 57| > ¢)
= P((X1iXp1 + XoXppo+ ...+ X0 Xpgn)/n—c| > ¢)
Var(Z)
g2

Wir haben also noch zu zeigen, dass fiir n — oo gerade Var(Z) — 0 gilt.
Dies folgt sofort aus der folgenden Rechnung;:

Var(Z) = Var (Z A Xnk Xn+k> ZV <Xk X"+k>

k=1

() )

- ZVar (nQ (E (XEXTik) — E (Xi X"*'“f))
k=1

1< )
- EZ(E(XIE)E(X?H-]J — 9t = 52(192 9% — Y
k=1 prt
1 n
k=1

Dabei haben wir mehrfach ausgenutzt, dass der Erwartungswert linear ist
und dass die Folge (X}) stochastisch unabhiingig sowie identisch Bernoulli
verteilt ist.

Aufgabe 1.10.37

X und Y seien zwei Zufallsvariablen mit der folgenden gemeinsamen Ver-
teilung:

X Y| 2 -1 1 2
—1 | 1/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16

1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16

1 | 1/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16

Berechne die Randverteilungen von X und von Y und bestimmt EX, EY,
Var(X), Var(Y) sowie Cov(X,Y). Entscheide, ob X und Y stochastisch
unabhéngig sind.
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XY —2 [ -1 [ 1 2 [P(X =1
—1 1/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16 | 6/16
0 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 | 4/16
1 1/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16 | 6/16

P(Y =k) | 3/16 | 5/16 | 5/16 | 3/16 1

Tabelle 1.8: Randverteilungen von X und Y.

Losung

Zunéchst ergeben sich die Randverteilungen durch Tabelle 1.8.
Fiir die Erwartungswerte ergibt sich damit

6 4 6
FX = —-1.-— 41 —= =
16+O 16+ 16 0
3 S 5 3
FY = 2. ——1-—4+1-—+2-— = 0.
16 16+ 16+ 16 0

Fiir die Varianz erhalten wir

6 6 12 3

_ 2 _(Ex)? = (—12. 0428 g 123

Var(X) = B(X’)—(EX)® = (-1 o +1% -0 = o = ]
4.3 5 5 4.3 34 17
Y — - - R - — = — = —
Var(Y) (16 "6 1 > 0= 1%~ 3

Fiir die Kovarianz folgt

Cov(X,Y) = E(XY)—-EX-EY = E(XY)
= (—1-—2-116>+<—1-—1-é>+<—1.;>+<—2.116)
() () () ()

2 1 1 2 2 1 1 2

P(X=kY=1) = P(X=k)-P(Y =1)

fir alle k£ € {—2,-1,1,2} und [ € {-1,0,1} gelten. Es gilt jedoch zum
Beispiel
i 6

2~ pP(X=1)-P(Y =1),

1
PX=LY=1) = 3 7# 5 16

also sind X und Y nicht unabhéingig.
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Aufgabe 1.10.38
Zeige, dass
(t) = ;
T ey
die erzeugenden Funktion einer Zufallsvariablen X ist und berechne fx(n) =
P(X =n) fur n > 0.
L6sung

Fiir |t| < 2 gilt nach der geometrischen Reihe

g9(t) = (2_1t)2 - @1—1;)2 - <;,§)<;>n>2

= (ZQnHt") = Z(ngﬂ‘znﬂ—k>”

n=0 n=0 \k=0
o0 n oo
1 n n+1,
n=0 \k=0 n=0

dabei wurde die Faltung fiir Potenzreihen verwendet. Damit ¢(¢) die erzeu-
genden Funktion einer Zufallsvariablen X ist, muss

n+1 _
Z ont2 1
n=0
gelten. Fiir t = 1 erhalten wir
o o (0.9}
n+1 1 1
S (Sah) (S5
n=0 n=0 n=0
und wieder nach der geometrischen Reihe gilt
o0 oo n
1 1 1 1 1
> 5T = 2'Z<2> =3 7-1 b
n=0 n=0 2
also gilt auch
o0
n+1
D g = 1=
n=0

Somit ist
n+1

fx(n) = P(X=n) = on+2

eine Zé&hldichte und es gilt

o) = S fxlm = 3w
n=0

n=0

mit dem Konvergenzradius R = 2.
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Aufgabe 1.10.39

Firein 0 <b < 1 sei

k
P({k}) = a% fir ke N.

Zeige, dass dadurch fiir ein geeignetes a € R eine Verteilung auf N definiert
wird und berechne die erzeugenden Funktion dieser Verteilung.

Losung
Damit wir eine Verteilung auf N haben, muss
o0 bk
Z P({k}) o =1

k=1

gelten. Nach der Potenzreihe von log(1 — z) fiir alle |x| < 1 folgt

o b
ZZ = —log(l—0),
k=1

also erhalten wir gerade fiir

b
log(1 — b)

eine Verteilung. Die erzeugenden Funktion ist

— b* — (tb)"
g(t) = Za?tk = az(k)
k=1 k=1
B _ log(1 —tb)
= —alog(1l—tb) Tog(1 =)

Aufgabe 1.10.40

Es seien X und Y zwei Zufallsvariablen, die Poisson verteilt sind mit Para-
meter A bzw. p, dabei gelte > XA > 0. Weiter sei Z =Y — X und X und
Z seien stochastisch unabhéngig.

Zeige, dass dann Z Poisson verteilt mit Parameter u — X ist.

Losung

Zunichst haben wir die Zahldichten

k k
)\—e_)‘ und  fy(k) = B on

fx(k) = 4 !
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fir £k > 0. Weiter gilt X + Z =X +Y — X =Y, also folgt sofort

k
fxyz(k) = fyv(k) = %e_“.

Angenommen, Z ist wirklich Poisson verteilt mit Parameter u — A\, dann
muss auch nach der Faltungsformel

fxvz(k) = fr(k)

folgen, da X und Z stochastisch unabhéngig sind. Die angenommene Z&hl-
dichte ist

fz(k) = =N" ;!)\)ke_““.

Damit berechnen wir nach der Faltungsformel und der Binomischen Formel

)\i -\ k—i
o) = 3 e e

1¢a &
—A—p+A | : )\l Y k—i
¢ k! ; i WA

L A= N)F ko
Ry )]

demnach ist Z wirklich Poisson verteilt mit dem Parameter pn — A > 0.

Aufgabe 1.10.41

Zeige, dass
g(t) = a(e’ —e™)

fiir ein geeignetes a € R die erzeugenden Funktion einer Zufallsvariablen X
ist und berechne EFX sowie Var(X).

Losung

Wir haben zunéchst eine Z&hldichte f: NU{0} — R zu finden, fiir die

g(t) = Y fm)it" = a(e' =)
n=0
folgt. Fiir den Sinushyperbolicus gilt

1 1
= ht I t . —t — tQTL-‘rl.
sinh(t) = 5(e"—e™) 7;)(271—1—1)!
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Betrachten wir dazu die Reihe

o

1
Z (2n+ 1)V

n=0

so ist nach dem Quotientenkriterium sofort klar, dass diese Reihe konvergent
ist. Der Grenzwert sei b > 0. Wir setzen nun a = 1/2b und fithren die

Funktion
0 fiir n gerade

fn) = { 2a fiir n ungerade

nl

fir n > 0 ein. Damit gilt

nz:;]f(n): ; m:2a'§(2n+1)!:2a-b:1,

n ungerade

also ist f eine Z#hldichte auf NU{0}. Zusammen erhalten wir wie zu zeigen
war

S = Z@jjl)'t%ﬂ — 9asinh(t) = a(e' — e ).
n=0 n=0 ’

Weiter gilt
! _ t —t " _ t —t
g@t) = a(e+e) und  g(t) = ale’—e),
damit erhalten wir sofort den Erwartungswert und die Varianz:
, 1
EX = ¢(1) =ale+-],
e

Var(X) = ¢"(1)+4'(1) - (¢'(1))?

1 1 1\? 1\?
= a(e—+e+)—a2<e+> = 2ae—a2<e+> .
e e e e

Durch
> 1
b = sinh(l) = E EEE— PO
|
~ (2n+1)!
= 1 1
= E —— = —(el —e7!) = 1175
|
= (2n+1)! 2

erhalten wir @ = 1/2b ~ 0.425 und damit die ungefihren Werte

EX = 1313 und  Var(X) = 0.589.



2 Stetige Wahrscheinlichkeitsraume

Bisher haben wir zu einem Grundraum 2 stets Wahrscheinlichkeitsmafle
P:P(Q) —[0,1]

betrachtet. Dabei ist es aber moglich, dass die Potenzmenge P zu méchtig
ist. Wir werden daher ein Mengensystem K C P(2) einfiithren, welches wir
Algebra nennen. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 werden wir dann durch
geeignete Abbildungen

P: K —[0,1]

definieren. Viele der Ideen aus den diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen
werden wir aber geeignet iibertragen konnen. Es kann also hilfreich sein,
Definitionen und Sitze aus diesem Kapitel jeweils mit dem vorherigen zu
vergleichen.

2.1 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume

Definition 2.1.1

Sei Q # () ein Grundraum. Ein Mengensystem K C P(Q2) heifit o- Algebra
in €, wenn gilt:

(1) Esist Q € K.

(2) Mit A € K ist auch A® € K.
[ee]

(3) Mit (A;)jen € K ist auch | A; € K.
i=1

Das Tupel (€2, K) heit dann MefSraum.

Bemerkung

Fiir eine o-Algebra IC ergeben sich nach Definition sofort die folgenden Aus-
sagen:

(1) Esist 0 € K.

98
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o0
(2) Nach der DeMorganschen Regel ist mit (4;);eny € K auch () A; € K.
=

1=

(3) Fiir endlich viele A1,..A, € K gilt auch
AU .UA, € K und Ain...NA, e K

Proposition 2.1.2
Fiir eine endliche Indexmenge I seien K; C P(2) beliebige o-Algebren.

N,

il

Dann ist auch

eine o-Algebra in 2.

Die drei Punkte der Definition lassen sich leicht zeigen.

Definition und Satz 2.1.3

Sei £ € P(Q). Dann gibt es [beziiglich Inklusion] eine kleinste o-Algebra
K(E) in Q, die & enthilt. Es ist also

K(E) = N K

K ist o-Algebra
£ECQ

K(E) heiit die von £ erzeugte o-Algebra bzw. £ heifit der Erzeuger von
K(E).

Beispiel Borelsche Mengen
Sei © = R* und seien a = (ay, ..,a;) und b = (by, .., bi) aus R* mit a; < b;
fir i = 1, .., k. Weiter sei

k
}a,b] = H]ai,bi] = {.’B = (xl,..,xk) S Rk ’ a; < x; < bi, 1= 1,..,/€}

i=1
ein halboffenes Intervall in R*. Dazu sei nun
E = {]a,b] | a; < bi, 1= 1,..,k}.
Dann heifit B* := k() die Borelsche o-Algebra.

Es lésst sich zeigen, dass nicht nur halboffene sondern auch offene sowie ge-
schlossene Intervalle in B* liegen. Trotzdem gibt es Teilmengen des R*, die
nicht in B* enthalten sind. Derartige Menge kénnen nicht explizit angege-
ben werden, deren Existenz kann jedoch durch das Auswahlaxiom gezeigt
werden.

Die Michtigkeit der Menge B* ist gleich der Michtigkeit von R und damit
gleiner gleich der Michtigkeit von R¥.
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Definition 2.1.4
Das Tripel (2, K, P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum, wenn gilt:
(1) K ist eine o-Algebra in 2.
(2) P: K —0,1] ist eine Wahrscheinlichkeitsmaf auf K.
Das heifit, dass P gerade o-Additiv ist und dass P(K) =1 gilt.

Definition 2.1.5

Eine Funktion F': R — [0, 1] heifit Verteilungsfunktion auf R, wenn gilt:
(1) F ist monoton wachsend.

(2) F ist rechtsseitig stetig.

(3) F ist normiert, es gilt also lim F(z) =1und lim F(z)=0.

Tr—00 r——00

Satz 2.1.6 (Korrespondenzsatz)

Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B'), dann ist
Fp(z) = P(] —o0,z]) fir zeR

eine Verteilungsfunktion auf R.

Ist umgekehrt F eine Verteilungsfunktion auf R, dann gibt es genau ein
Wabhrscheinlichkeitsma8 P auf (R, B!) mit F = Fp.

Folgerung 2.1.7

Ist F' eine Verteilungsfunktion und P das zugehorige Wahrscheinlichkeits-
maB, dann gilt fiir halboffene Intervalle ]a,b] C R

P(a,b]) = F(b) - F(a)
Fiir paarweise disjunkte halboffene Intervalle |a;, b;] C R gilt
P <U]ai, bi]> = > (F(b) — F(ai)).
i=1 i=1

Betrachten wir eine offene Menge |a, b[ C R, so gilt

P(la,b) = ﬁ&PG%b—H)

~ lim <F <b— 1) - F(a)) — F(b-) - Fl(a).

n— o0 n

Dabei ist nun wesentlich, dass F' rechtsseitig stetig ist, denn daher kann
b— # b gelten.
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Definition 2.1.8
Eine Funktion f : R — [0, oo heifit Riemanndichte auf R, wenn gilt:
(1) f ist Riemann integrierbar auf R.
(2) Es gilt
/OO f(z)dz = 1.

Proposition 2.1.9

Sei f eine Riemanndichte auf R. Dann gilt
(1) Die Funktion
€T
F@) = [ fway
— 0o
ist eine stetige Verteilungsfunktion.

(2) Ist Cy die Menge der Stetigkeitsstellen von f und ist x € C, dann gilt
nach dem Hauptsatz der Analysis F'(z) = f(x).

(3) Zu f gibt es nach dem Korrespondenzsatz genau ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P = Pr mit der Verteilungsfunktion F'.

f heifit dann einfach die Dichte von Pp.

(4) Fiir alle z € R gilt Pr({z}) = 0.

Beispiel Gleichverteilung

Wir betrachten die Funktion

1 g < p <
flz) = {ba fir a<x<b .

0 sonst

Dann gilt f > 0, f ist Riemann integrierbar und

o) 1 b
/ flx)dx = 5 / ldz = 1,
—00 —a Jg

also ist f eine Dichte auf R. Die Verteilungsfunktion ist

1 0 fir z<a

F(x)—/ f(y)dy—b_a/ ly(y)dy = ¢ 2 fir a<a<b.
> - 1 fir x>0

Das Wahrscheinlichkeitsmafl R(a,b) = Pr heifit Gleichverteilung auf dem
Intervall [a, b].
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Beispiel Exponentialverteilung

Sei v > 0 eine reelle Zahl und sei
flx) = ae™ fir x>0

und f(z) =0 fiir z < 0. Dann gilt wieder f > 0, f ist Riemann integrierbar

und durch ~ -
/ flx)de = a/ e dr =1
—00 0

ist f eine Dichte auf R. Die Verteilungsfunktion ist

0 fir <0
F(x) = {1—e_°‘”” fir x>0~

denn es gilt
X
a/ e Wdy = 1—e %,
0

Das Wahrscheinlichkeitsmafl E(«) = Pp heifit Exponentialverteilung mit
Parameter «. Ahnlich wie die Poissonverteilung in diskreten Wahrschein-
lichkeitsrdumen wird auch die Exponentialverteilung zur Modellierung von
Lebensdauern radioaktiver Teilchen oder Bauteile verwendet.

Beispiel Normalverteilung

Sei
1 1.2

Tr) = e 2%
p(z) Wer
Dann ist ¢ eine Dichte auf R. Dies ldsst sich zeigen, indem man ¢(z)p(y)

betrachtet und mittels Transformationsformel iiber R? integriert.

Das zu dieser Dichte gehorige Wahrscheinlichkeitsmafi N(0,1) = Pp heifit
Standard Normalverteilung.

Diese Verteilung kann jedoch durch zwei Parameter modifiziert werden: Ist
u € Rund o > 0 reell, dann gilt

1 T — U 1 — L (e—p)?
= - = o2 K .
tuon(@) = 29 () = e

¢,.02 ist ebenfalls eine Dichte und beschreibt eine Verschiebung des Maxima

der Standard Normalverteilung. N(u,0?) = Pp heiBt Normalverteilung

mit Mittelwert ¢ und Varianz o?.

Bis hierher wurden nur eindimensionale Dichten betrachtet. Dies soll nun
fiir (R¥, B¥) verallgemeinert werden.



Kap. 2 Stetige Wahrscheinlichkeitsrdume 103

Definition 2.1.10
Eine Funktion f : R* — [0, c0[ heifit Riemanndichte auf R*, wenn gilt:
(1) f ist Riemann integrierbar auf R¥.

(2) Es gilt
/ f(z)de = 1.
RE

Proposition 2.1.11

Sei f eine Riemanndichte auf R*. Dann gibt es genau ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf B* mit

by b
P(Ja,b]) = / y f(x)dag..dzy

fir alle @ = (a1, ..,ax),b = (by,..,bx) € R¥ mit a; < b; fiir i = 1, .., k.
f heifit dann die Dichte von P.

Sei umgekehrt P ein Wahrscheinlichkeitsma$l auf R*. Dann heifit
Fp(z) = P(] —o0,x])

die eindeutig bestimmte Verteilungsfunktion von P.

Beispiel Gleichverteilung

Sei G C R* offen und der Rand G von G sei eine Nullmenge. Wir definieren

A fir z€@
_ o
ra) = { ¥ ,

sonst

wobei A(G) = fﬂg 1g(x) dz das Volumen von G beschreibt. Damit ist f eine
Dichte auf R* und das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf heifit Gleich-
verteilung auf G.

Proposition 2.1.12

Seien P; WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R,B*) mit Riemanndichten f; fiir
i=1,..k

Dann ist
k

f(x) = ka(xl) fir = (z1,..,23) € R

=1
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eine Riemanndichte auf R¥. Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf}

k
P @r
i=1
heifit Produktmajf$ der P;. Es gilt
k k b;
Plat) = T[R0ub) = TT( [ fiw i)
i=1 i=1 W&

fiir alle a = (a1, ..,ax),b = (by,..,by) € R¥ mit a; < b; fiiri = 1,.., k.

Definition 2.1.13
Seien (€, KC;) fiir ¢ = 1,2 zwei Mefirdume und sei g : ;3 — Qs.

Die Abbildung g(K1,K2) heiBit genau dann messbar, wenn g~ 1(A43) € Ky
fiir alle Ay € K.

Schreibweise: g : (1, K1) — (Q2, K2).

Satz 2.1.14

Sei K eine o-Algebra auf €2y und sei
g+ (21,K1) = (22,K)
eine Abbildung. Dann ist
Ky = {A2C Q| g1 (As) € K1}

eine o-Algebra auf €.

Dies ist die grofite o-Algebra, so dass g messbar ist.

2.2 Transformation und Erwartungswert

Definition 2.2.1

Sei g : (21,K1) — (Q2,K2) und sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(21, 4).

Dann heiflt
pI mit PI(Ay) = P(971(Ay))

fiir alle As € Ky die Verteilung von g beziiglich P.
P9 ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, Ka).
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Beispiel 2.2.2

Das Wahrscheinlichkeitsmafs P habe die Dichte f auf (R?,8%). Wir definie-
ren die erste Projektion

7 :R? =R mit mi(x,y) = x.
Da 7 stetig und somit auch messbar ist, gilt

P™(B) = P(r Y(B)) = P(BxR)

= f(z,y)dydr = / (/ f(ﬂﬁ,y)dy) dx.
BxR B \JR
P™ hat also die Dichte

h(z) = /R f(y) dy

und heifit Randverteilung von P.

Satz 2.2.3 (Transformationsformel)

Sei G C R ein Intervall und sei g : G — R eine stetig differenzierbare
und injektive Transformation. Sei weiter P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(R, B') mit Dichte f und Triiger G, das heit es gilt f(x) = 0 fiir r € R\ G,

Dann hat P9 die Dichte

fir x € g(G) und h(z) = 0 sonst.

Beispiel 2.2.4
Sei P = R(0, 1) gleichverteilt, wir betrachten also die Dichte

1 fir O0<ao<1

J@) = { 0 sonst

Damit hat f den Triger G =]0, 1] und fiir alle x € G gilt f(x) = 1. Es sei
weiter

1

e

Damit ist g stetig differenzierbar und injektiv auf G. Fiir P9 erhalten wir
somit die Dichte

g:G—R mit g(z) =

M) = S )| o )
d1 1 1
= Mae T2 T2

fiir x > 1 und h(z) = 0 sonst.
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Satz 2.2.5 (Faltungsformel)

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R?, %) mit Dichte f. Weiter sei g :
R? — R mit g(z,y) =z +¥.

Dann hat P9 die Dichte

hx) = /R f(z—y,y) da.

Definition 2.2.6

Sei (2, K, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : (2, K) — (R, B) eine
stetige Zufallsvariable mit Dichte f.

Dann heif3t
EX = /a:f(a:) dz

genau dann der Erwartungswert von X, wenn

/uu@ﬁu<:m

gilt. Damit erhalten wir auch die iibliche Definition von Varianz und Kova-
rianz:

Var(X) = E(X —EX)?) und Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y — EY)).

Beispiel Gleichverteilung

Sei X auf [a, b] gleichverteilt, also PX = R(a,b) f(z) = 1/(b—a) fiir x € [a, b]
und f(x) = 0 sonst. Dann gilt

1 b 1 b2 —q? a+b
EX = dr = de = . — _
/Rxf(x) * b—a/ax o b—a 2 2

Beispiel Normalverteilung

Sei X normalverteilt, also PX = N(u,0?). Wir betrachten also die Dichte

1 — ez (@—m)?

()0/.1,,0'2 (x) = \/We 202

Wir nutzen nun aus, dass fiir die Dichte der Standard Normalverteilung
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gilt und erhalten durch Substitution mit (z — p)/2 den Erwartungswert

EX /OO L_omrtei g /Oo( ) d
= x e 20 xr = g (§]
—o  V2mo? —00 v 2m Y

<1 y?

o > 2
= e 2 dy + / e 2dy = wu.
V2T /Oo 4 Y a oo V2T Y K

Fiir die Varianz erhalten wir etwas komplizierter aber analog

o 1

VarX) = BX =P = [ -t

/Oo 20 1 _ﬁd o? /OO < _92> d 2
= o e”2dr = — e 2 | dz = o7
oo Y \ 21 V2T _ooy 4

Definition 2.2.7

Zwei stetige Zufallsvariablen XY : (Q,K) — (R, B!) heiflen stochastisch
unabhdngig, wenn fiir alle A = {z € B1} und B = {z € By} fiir B;,Bs €
Bl

1 (2
e 22 (7 4y

P(ANB) = P(A)- P(B)

gilt.

Folgerungen 2.2.8

Wie im diskreten Falle gelten auch hier die folgenden Rechenreglen fiir zwei
stetige Zufallsvariablen X und Y:

(1) Der Erwartungswert ist Linear, fiir a,b € R gilt also

E(aX +bY) = aEX +bEY.

(2) Sind z und Y unabhéngige stetige Zufallsvariablen, deren Erwartungs-
werte existieren, so gilt der Multiplikationssatz

EXY = EX-FEY.

(3) Ist f die Dichte von f und g : (R,B') — (R,B!), so dass E(g o X)
existiere. Dann gilt die Transformationsformel

E@OX)Z‘/M@ﬂ@dm
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2.3 Das starke Gesetz groBer Zahlen

Zunéchst mochten wir festhalten, dass die Tschebycheff Ungleichung auch
fiir reelle stetige Zufallsvariablen X : (Q,K) — (R, B!). Somit gilt auch das
schwache Gesetz grofler Zahlen: Fiir eine Folge (X,,)nen von stochastisch
unabhéngigen Zufallsvariablen mit gleichen Erwartungswerten £X = p und

mit FX?2 < oo gilt
1< P
f§ X, — u
n-
i=1

fiir n — oo. Dabei betrachten wir die stochastische Konvergenz. Fiir das
starke Gesetz grofler Zahlen bendtigen wir eine weitere Konvergenzaussage:

Definition 2.3.1
Seien Yy, Y : (2, K) — (R, B!) fiir n € N Zufallsvariablen auf (2, IC, P).

Y,, konvergiert genau dann fast sicher gegen Y, wenn

P({weQ

lim Xn(w):X(w)}> =1

n—oo
gilt. Schreibweise:
Y, =Y [P].
Proposition 2.3.2
Aus der fast sicheren Konvergenz folgt die stochastische Konvergenz.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch, es lassen sich recht einfach Ge-
genbeispiele konstruieren.

Satz 2.3.3 (Lemma von Borel-Cantelli)
Sei (Q, K, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien A,, € K fiir n € N und sei
A" = limsupA, = ﬂ U A

n— 00
n=1m=n

= {weN|we A, fir unendlich viele m}.

(1) Gilt i P(A,,) < oo, so folgt P(A*) = 0.

n=1

o0
(2) Sind die A,, stochastisch unabhéngig und gilt > P(A,,) = oo, so folgt
n=1
P(A*) =1
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Beispiel 2.3.4

Wir betrachten unendlich viele Urnen, die fiir alle n € N durchnummeriert
sind. Die nte Urne enthélt eine weifle und n — 1 schwarke Kugeln. Es wird
unabhéngig aus jeder Urne eine Kugel gezogen.

Wir wollen untersuchen, wieviele weifle Kugeln gezogen werden. Dazu defi-
nieren wir mit A,, das Ereignis, dass die aus der nten Urne gezogene Kugel
weif} ist. Damit gilt

1
P(4,) = — fir neN

und wir erhalten die harmonische Reihe
o0 o0 1
ILTRESD S
n=1 n=1

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt also

P(limsup 4,) = 1,

n—oo

das heifit, es werden fast sicher unendlich viele Kugeln gezogen.

Beispiel Irrfahrten

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (2, C, P) und defininieren fiir
n € N die Zufallsvariablen

Xa: (K, Q) = ({~1,1}, P({~1,1})).

Die X, seien stochastisch unabhingig und es gelte

PX,=1) =9 sowie P(X,=-1) = 1-9.
Weiter definieren wir .

Sp = Z X,
k=1
und nennen die Folge s = (s,) eine Irrfahrt.
N 7 TN 7 N 7 I

Abbildung 2.1: Irrfahrt mit Parameter 1.

Wir interessieren und fiir das Ereignis

B, = {S, =0},
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das heit fiir die Wahrscheinlichkeit, dass (s,) im nten Schritt wieder am
Startpunkt ist. Es gilt B,, € X fiir alle n € N und das Lemma von Borel-
Cantelli liefert

P(limsup B,) = 0,

n—oo
wenn ¥ # 1/2 und
P(limsup B,) = 1

n—oo

fiir ¥ = 1/2.

Satz 2.3.5 (Starkes Gesetz groBer Zahlen)
Version 1

Es sei (X,)nen eine Folge von reellen unkorrelierten Zufallsvariablen auf
(Q, K, P), fir die
Var(X;) < M < o

gilt. Dann folgt fiir n — oo

%Z(Xk—EXk) — 01P].
k=1

Version 2

Es sei (Xp,)nen eine Folge von reellen, unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen auf (2, IC, P) mit F|X;| < oo

Dann gilt
1 n
> Xy — EX [P).
"=
Da die X}, identisch verteilt sind, gilt E|Xi| = E|X1| < oo fir alle £ € N.

Beispiel Schatzer

Gegeben sind Daten (z1, .., ¢, ) un ein Modell, wie diese Daten abhéngig von
einem umbekannten Parameter erzeugt sind.

Ein Schidtzer beziiglich dieser Daten ist eine Funktion g(x1, .., z,) mit den
folgenden drei Eigenschaften:

(1) Verschwindender quadratischer Fehler: Es gilt

n—oo

E(g(z1, .., xg))2 — 0.

(2) Konsistenz: Je mehr Daten verwendet werden, desto besser wird das
Ergebnis.
lim g(xy,..,z,) = 0[P].

n—oo
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(3) Erwartungstreue: Es wird kein systematischer Fehler gemacht, im Mit-
tel erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.

E(g(z1,..,zn) = a.

Seien (X}) reelle, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
EX} = pund Var(Xy) = o

Stichprobenmittel
Das Stichprobenmittel

- 1 &

X, = —

I 35
k=1
ist ein Schétzer fiir p, denn es gilt:
(1) Verschwindender quadratischer Fehler: Nach der Formel von Bienaymé

folgt

Y~ — 1
E(Xn - M)Q = Var(Xn) = *V&I’(Xl) = O—— /= 0.
n n
(2) Konsistenz: Nach dem starken Gesetz grofier Zahlen konvergiert X,
fast sicher gegen .

Z Z

Stichprobenvarianz

Die Stichprobenvarianz

1 n
ng = n—1 (Xk_Xn)2
k=1

ist ein Schitzer o2, alle drei Axiome lassen sich etwas komplizierter als beim
Stichprobenmittel nachweisen.

Beispiel Monte Carlo Simulation

Sei g : [0,1] — R mit

1
/ lg(x)|dz < oc.
0
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Gesucht wird eine Anndherung von

/01 g(x)dz.

Sei dazu (X, )nen eine Folge von unabhéngigen gleichverteilten Zufallsvaria-
blen auf [0, 1]. Dann gilt

1
EM&H=A&MM%<%

und nach dem starken Gesetzt der grofien Zahlen folgt
1 ¢ !
23 oa) — Bglx) = [ o)z
k=1 0

fast sicher.

2.4 Zentraler Grenzwertsatz
Sei (X, )nen eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen mit

EX; =0 und Var(X)) = EX? = ¢% < .

Das Ziel ist nun die Approximation der Verteilung von

G- S
k=1

durch eine geeignete Normierung. Bei dem starken Gesetz grofler Zahlen
hatten wir die Normierung 1/n verwendet, wodurch die Folge der Zufallsva-
riablen unter den geforderten Bedingungen fast sicher gegen 0 konvergiert
ist. Bei dem zentralen Grenzwertsatz werden wir eine etwas schwéchere Nor-
mierung wéhlen, wodurch die Verteilung von S, gegen die Normalverteilung
konvergieren wird.

Dazu zun#chst einige Definitionen:

Definition 2.4.1

Seien F und G zwei beliebige Verteilungsfunktionen und seien X und Y zwei
beliebige Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen Fx und Fy-.

Der Abstand der Verteilungsfunktionen F und G wird gegeben durch
d(F,G) = sup|F(z) —G(z)] < 1 < oo.
R

e
Der Abstand der Zufallsvariablen X und Y wird gegeben durch

d(X,Y) = d(Fx,Fy).
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Satz 2.4.2
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit £Y! < 7 und sei
1 2
x) = e 2%
p(x) NG

die Standard Normalverteilung. Dann gilt
dX +Y,p) < d(X,p)+2-7'/
Beispiel 2.4.3
Seien (X, )nen und (Y, )nen zwei Folgen von Zufallsvariablen, fiir die
d(Xn,0) — 0 und E(X,-Y,)? -0
fiir n — oo gilt. Dann folgt auch
d(Yn, ) — 0,
denn es gilt

d(Yna (P) = d(Xn + (Yn - Xn)v “P)
< d(Xn, ) +2- (B(X, = Y))Y3 = 0.

Satz 2.4.4 (Zentraler Grenzwertsatz)
Version 1

Sei (Xp)nen eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen auf (2, C, P) mit

EX; =0 und Var(Xy) = EX? = 1.

X1 nehme nur endlich viele Werte an, also #(X1(€)) < oo. Sei weiter

1 2
Tr) = e 2%
p(z) NGE
die Standard Normalverteilung und
n
Sp = X
k=1

Dann gilt
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Version 2

Sei (Xp)nen eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen auf (£, K, P) mit Erwartungswert n und Varianz o2 > 0. Weiter

sei
1

p(r) = Ner:

die Standard Normalverteilung und es sei

So = X mit s = S
k=1
Dann gilt fiir alle a < b

b
lim Pla<S; <b) = / o(x) dz.

n—o0

Beispiel 2.4.5

FEine faire Miinze wird 200 mal geworfen. Es soll die Wahrscheinlichkeit dafiir
berechnet werden, dass die Anzahl der Kopfwiirfe zwischen 95 und 105 liegt.

Dazu sei n = 200 es seien X1, .., X,, Bernoulli verteilte unabhéngigen Zu-
fallsvariablen mit Parameter 9 = 1/2. Wir haben also

1 1
n :EXk = 9 = 5 und 0-2 — Var(Xk) = 19(1—19) — Z

Weiter sei .
Sp o= > Xn
k=1

die Anzahl der Kopfwiirfe bei n Versuchen. Nach dem zentralen Grenzwert-
satz erhalten wir

95 — 105 —
P(95 < 8, < 105) = P( Mo g < ””)

ov/n " ov/n
— P(-0.71 < §F < 0.71)

0.71
/ p(r)dx = 0.52.
-0.71

Q

Zu ungefiahr 52 % erhalten wir bei 200 unabhéngigen Miinzwiirfen zwischen
95 und 105 mal Kopf.



Kap. 2 Stetige Wahrscheinlichkeitsrdume 115

Beispiel 2.4.6

Es seien X1, .., X,, die Augenzahlen bei unabhéingigen Wiirfeln eines fairen
Wiirfels. Wir haben also den Erwartungswert n = 3.50 und die Varianz
02 = 35/12 ~ 2.92 fiir alle Xj.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit untersuchen, dass bei n = 100 Wiirfen die
Augensumme zwischen 340 und 360 liegt. Nach dem zentralen Grenzwertsatz
erhalten wir

40 — _
P(340 < §,, < 360) = p(?’ 0—m _ g 360 nn)

oyn T "7  oyn
— P(-059 < §* < 0.58)

0.59
/ p(r)der = 0.44.
—0.59

Q

Zu ungefihr 44 % liegt die Augensumme bei n = 100 Wiirfen also zwischen
340 und 360.

Fiir n = 1000 erhalten wir bereits eine Wahrscheinlichkeit von ungefihr
94 %, dass die Augensumme zwischen 3400 und 3600 liegt.

Beispiel 2.4.7

In diesem Beispiel soll umgekehrt die Anzahl der Versuche ermittelt werden,
so dass das Ergebnis mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeit innerhalb eines
gegebenen Intervalls liegt:

Ein fairer Wiirfel wird n mal gewiirfelt und es soll die Anzahl der Wiirfe
ermittelt werden, so dass die mittlere Augenzahl zu 99 % zwischen 3.4 und
3.6 liegt.

Dazu seien X7, .., X,, Zufallsvariablen, die die Augenzahlen vom n ten Wurf
beschreiben. Wir haben damit

35
w = EX; = 3.5 und 02 = Var(X;) = o~ 2.917.

Weiter sei S, = Y ;_; X die Augensumme und S,,/n die mittlere Augen-
zahl. Durch

2.57
/ o(z)dz ~ 0.99
—2.57

[dieser Wert lésst sich nachschlagen oder mittels PC berechnen|, erhalten
wir nach dem zentralen Grenzwertsatz

2.57
0.99 =~ / o(x)dx
—2.57

P (=257 < S* < 2.57)

Q
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~ P <—2.57 < Snzmm 2.57)
ovn
S, —3.5n
~ P|-257T<— <257
< T A2917Tn T >
~ P (-257- V29170 +35n < S, < 2.57- V29170 + 3.5n>
—2.57-42.91 n 2.57-+4/2.91
~ op ZETNVEINT g5 o O ZOTVRINT 55
vn n vn
Damit ergibt sich das gesuchte n aus
—2.57-v2.91
n = min<keN M—i—fﬂﬁ > 34
Vk
— minl{keN :igfzz;422£%£z > 0.1
Vk
~ mindken | Z20VEIT oy ,
VEk
denn fiir dieses n gilt auch
2.57-+v2.91
n = minqkeN | ZOT V2T 35 < 36
vk

Wir erhalten n = 1927 und miissen also 1927 mal wiirfeln, damit die mittlere
Augenzahl zu 99 % zwischen 3.4 und 3.6 liegt.

2.5 Aufgaben

Aufgabe 2.5.1

Es seien X und Y unabhingige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen.
Berechne die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(Y >1/2|Y > X?).

Losung
Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit gilt

P(Y >1/2,Y > X?)

P 21/2|Y 2 X%) = =5

Die nun auftretenen Wahrscheinlichkeiten erhalten wir durch Berechnung
der Fldchen aus Abbildung 2.2.
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AY
1

0.5

>
0 1 X

Abbildung 2.2: Gleichverteilte Zufallsvariablen X und Y.

Es gilt
L 1 2
A+B = 1— [ 22dz = 1—-= = = = 0.6666,
0 3 3
1 1 V2 1
A = = —— ?der = —— =~ 0.2357,
2 v2 Ju 3v/2
2 1
B = A+B—-A = =~ ~ 04310.
3 3V2
Damit folgt
P(Y >1/2,Y > X?) B
P(Y >1/2|Y > X?) = = = =
(Y >1/2[Y = X7) P(Y > X?) A+ B

2
Co(2ov2)3 L e
3 6 /2 22

Aufgabe 2.5.2

Zeige, dass jede Verteilungsfunktion F' an h6chstens abzahlbar vielen Stel-
lung unstetig sein kann.

Losung

Sei M die Menge aller Unstetigkeitsstellen von F'. Nach Definition von Ver-
teilungsfunktionen kann M keine Intervalle enthalten, denn sonst wire F'
in diesem Intervall nicht rechtsseitig stetig. Die Menge M enthélt also nur
einzelne Punkte, von denen wir zeigen miissen, dass sie abzahlbar sind.

Da M keine Intervalle enthélt, gibt es zu jedem a € M ein geeignet kleines
t, > 0, so dass die Intervalle

[a—tg,a+1t] C R fir alle a € M
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paarweise disjunkt sind. Bilden wir nun die Abbildung
¢: M —Q,

die jedem a € M eine beliebige rationale Zahl aus [a — t4, a + t,] zuordnet.
Da die [a — t4, a + t,] paarweise disjunkt sind, ist die Abbildung ¢ injektiv.
Da weiter Q abzéhlbar ist, muss auch M abzahlbar sein. Somit ist jede
Verteilungsfunktion F' an hochstens abzahlbar vielen Stellung unstetig.

Aufgabe 2.5.3

Es sei X eine Standard Normalverteilte Zufallsvariable. Berechne die Dichten
von exp(X) und X2.

Losung Teil 1

Die Dichte der Standard Normalverteilung ist

(x) ! e ( 1x2)
= ——exp|—= .
%2 o P 5
Betrachten wir zunachst
o) = exp(z) mit g l(z) = log(e).

Es gilt g(R) =]0, 00 und ¢ ist streng monoton steigen, also bijektiv. Somit
folgt nach der Transformationsformel fiir die Dichte von exp(X)

fly) = elg7'(y)- irgl(y)‘
= o~ 5lioe)?) |

- ew (-5 toxtw?)

fiir y > 0 und f(y) = 0 fiir y < 0.

Losung Teil 2

Weiter betrachten wir

glz) = 2°  mit g lz) = £V

Es gilt g(R) = [0,00[. Bei der Anwendung der Transformationformel zur
Berechnung der Dichte von X2 haben wir zu beachten, dass ¢ nur auf den
Intervallen [0, 00[ und | — oo, 0] bijektiv ist. Als Umkehrfunktion von g(z)
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erhalten wir —y/z bzw. ++/z. Wir miissen die Transformation auf beide
Umkehrfunktionen anwenden und erhalten die Dichte

fly) = w(g‘l(y))-'dg‘l(y)

dx
1 1 1

- me"p(‘zyﬂzi@’ ! &exp<‘zy)"‘2$@’

1 1
2Ty P 2 Y

fiir y > 0 und f(y) =0 fiir y < 0.

Aufgabe 2.5.4

In der Ebene tangiert die Gerade L den Kreis K vom Durchmesser 1 im
Punkt P. Auf der Kreislinie gegeniiber von P liegt der Punkt @. Eine wei-
tere Gerade verbindet @ mit einem beweglichen Punkt R auf der Geraden
L.

Der Winkel ¢ = (P, Q, R) sei eine —m/2,7/2 gleichverteilte Zufallsvariable
X. Die Lange Z der Verbindungsstrecke PR sei ebenfalls eine Zufallsvaria-
ble. Y beschreibe diese Zufallsvariable Z, falls der Winkel im Uhrzeigersinn
durchlaufen wird.

Berechne die Dichte von Y.

L6sung
Zunéchst verdeutlichen wir uns das Problem anhand von Abbildung 2.3.

L

Abbildung 2.3: Bestimmung der Zufallsvariablen der Strecke PR.

Die gleichverteilte Zufallsvariable X wird gegeben durch die Dichte

fx(z) = =

™

fir —7m/2 <z <7/2und fx(z) = 0 sonst. Da der Durchmesser des Kreises
gerade 1 ist, erhalten wir die Linge Z der Verbindungsstrecke PR durch

Z = tanp.
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Damit haben wir einen direkten Zusammenhang zwischen den Zufallsva-
riablen X und Y gefunden: Um von der Dichte fx auf die Dichte fy zu
schlieflen, kénnen wir die Transformationsformel mit der Transformation

g(r) = tanx
anwenden. Weiter gilt
d 1
g Yz) = arctanz und ag_l(x) = 172
Damit erhalten wir die gesuchte Dichte
d 1 1 1
= -1 o | — -1 = — . e
) = x| o) = | = s

fiir alle y € R, da g~ (y) € [-7/2,7/2] fiir alle y € R.

Aufgabe 2.5.5

Seien X und Y unabhéingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit der Ver-
teilungsfunktion F.

(1) Berechne die Verteilungsfunktionen von V' = max{X,Y } und von U =
min{X,Y}.

(2) X und Y seien unabhingig und gleichverteilt auf [0, 1]. Berechne EV,
EU sowie Cov(V,U).
Losung Teil 1

Es sei Fy die Verteilungsfunktion von V. Da X und Y unabhéngig sind,
erhalten wir

Fy(t) = Pt <max{X,Y}) = P(X <t,Y <t)
= P(X<t)-P(Y<t) = F(t)-F(t) = F>(t).

Fiir die Verteilungsfunktion Fy; von U betrachten wir die Gegenwahrschein-
lichkeit und erhalten

Fy(t) = Pt <min{X,Y}) = 1-P(X >,V > 1)

= 1-(P(X>t)-P(Y >t) = 1—((1-F(t)-(1—-F()))
= 1—(1—2F(t)+ F2(t)) = 2F(t) — F2(t).
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Losung Teil 2

Fir t € [0,1] ist die Verteilungsfunktion F' der Gleichverteilung auf [0, 1]
gerade F'(t) = t. Somit erhalten wir fiir ¢ € [0, 1]

Fy(t) =t und  Fy(t) = 2t—t°
und dadruch die Dichten
fr@® =2t und  fu(t) = 22t

Damit lassen sich die Erwartungswerte berechnen:
1 1 9
EV = / tfv(t)dt = 2/ t2dt = =,

0 0 3

1 1
2
EU = / tfy(t)dt = 2/ t—2dt = 1—= = -,
0 0 3 3

Die Kovarianz berechnet sich nun aus

Cov(V.U) = BE(VU)—BUEV = B(max{X,Y} min{X,V}) —

9
= E(XY)—g _Ex.py_-2-1t1_2_1
Aufgabe 2.5.6

Sei (X,,) eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F'. Die relative Haufigkeit der X,,(w) mit Werte < ¢
sei definiert durch

1 n
Fn(ta (/J) = E Z 1]—oo,t} (Xk(w))
k=1
Zeige, dass fiir alle ¢t € R die Folge F),(t,w) fast sicher gegen F'(t) konvergiert.

L6sung
Wir wollen das Problem auf das starke Gesetz grofler Zahlen zuriickfiihren.

Sei dazu Yy, = 1j_ 4(Xk(w)) fiir ein beliebiges ¢t € R. Damit sind die Y}
unabhingig und identisch Bernoulli verteilt. Es gilt

PY,=1) = P(Xy<t) = F(1),

also haben die Bernoulli verteilten Zufallsvariablen Y} den Parameter F'(t)
und damit gilt auch EY}, = F(t) fiir alle & € N. Wir konnen nun das starke
Gesetz grofier Zahlen anwenden und erhalten, dass

1 & 1 &
Fn(taw) = EZYk‘ = ﬁzl]—oo,t](Xk(w))
k=1 k=1

fiir n — oo fast sicher gegen EY), = F(t) konvergiert.
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Aufgabe 2.5.7

Das Intervall [0,1] wird in n disjunkte Teilintervalle der Langen pi, .., p,
unterteilt. Die Entropie dieser Partition definieren wir durch

n
h = = pilogpi.
k=0

Es sei (X,,) eine Folge von unabhéngigen auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsva-
riablen und es sei Z,, (k) die Anzahl der Xy, .., X;,, die im k ten Teilintervall

liegen. Weiter sei
n
m(k
R, = sz‘ k),
k=1

Zeige, dass dann
1
m log(Rm)

flir m — oo fast sicher gegen —h konvergiert.

L6sung

Sei Y; = log p;, falls X; im 7ten Teilintervall liegt. Damit sind die Y; un-
abhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen und es gilt

EY; = Zpk logpy, = —h.
k=1
Weiter haben wir
log(Rpm) = log (H P’ m““) = 3 Zu(k)log(pr) = Yi+...+ Yn.
k=1 k=1

Nach dem starken Gesetz grofier Zahlen konvergiert somit

Lo (Rm) = — >

m gl lim) = m k

fiir m — oo fast sicher gegen EY; = —h.

Aufgabe 2.5.8

Mit einem fairen Wiirfel wird 600 mal gewiirfelt. Bestimme n&dherungsweise
mit dem zentralen Grenzwertsatz die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwi-
schen 90 und 110 mal eine 6 gewiirfelt wird.
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Losung

Sei n = 600 und sei X das Ergebnis des k ten Wurfes fiir k = 1, ..,n. Weiter
sei Y = 1, wenn X = 6, und Y = 0 sonst. Dann sind die Zufallsvariablen
Y1, .., Y, unabhéngig und idendtisch verteilt. Weiter sei

5 S
k=1

die Anzahl der Wiirfe, in denen eine 6 gewiirfelt wird.

Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit von P(90 < S, < 110). Es gilt

1 1 5
1 & un o ar(Yy) 6@ 36 >
fir £ = 0,..,n, da die Zufallsvariablen Y; Bernoulli verteilt sind mit Para-
meter 1/6. Mit
" ov/n

kann nun der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden:
90 — nn 110 — nn
<<
ovn T " T oyn )
= P(-1.09 < S, < 1.095)

1.095
/ p(r)de = 0.726.
—1.095

P(90 < S, <110) = P(

Q

Es wird als zu ungefihr 72.6% zwischen 90 und 110 mal eine 6 gewiirfelt.

Aufgabe 2.5.9

Berechne mit dem zentralen Grenzwertsatz die Wahrscheinlichkeit dafiir,
wie oft eine faire Miinze ungefihr geworfen werden muss, damit mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 95% bei 49% bis 51% der Wiirfe Kopf erscheint.
L6sung

Seien X} unabhiingige Bernoulli verteilte Zufallsvariablen mit Parameter

¥ =1/2, es gilt also

1
n = EX; = 5 und 02 = Var(Xy) =

Sei weiter

Sn = > X
k=1
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die Anzahl der Erfolge bei n Experimenten. Wir suchen nun ein moglichst
kleines n € N mit

49 51
P — < < n— ~ 0.95.
("100 < S < "100) 0-95

Es gilt

1.96
/ p(z)dr ~ 0.95
~1.96

und somit erhalten wir nach dem zentralen Grenzwertsatz

1.96
095 =~ / o(x)dx

—~1.96
~ P(-1.96<S; <1.96)
~ P <—1.96 < Snzmn 1.96>
o\/n
S, —0.5n )
~ Pl-196< — <1.96
< T 4/0.25n T
~ P (—1.96 V0.25m 4+ 050 < S, < 1.96 - v0.25n + 0.5 n)
—1.96-v0.2 1.96 - v/0.2
~ P<96 0 5+0.5§&§i96 ! 5+0-5>~
vn n vn
Damit ergibt sich das gesuchte n aus
—1.96 - +/0.25
n = min<keN| — +05 > 0.49
VE
~1.96 - /0.
= min<{ k€N M > —0.01
VE
1.96 - /0.2
= min<{ k€N M < 0.01 ;,
VEk
denn fiir dieses n gilt auch
n — min keN( LY6-VO2 o5 < 051
Vk

Wir erhalten n = 9604 und miissen also 9604 mal eine Miinze werfen, um
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% bei 49% bis 51% der Wiirfe Kopf zu
erhalten.



3 Markov Ketten

Abschlielend werden wir in diesem Kapitel kurz auf Markov Ketten einge-
hen.

Dazu betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) und eine ab-
zéhlbare Indexmenge I betrachten, so dass J = P(I) eine o-Algebra ist.
Weiter seien

X (Q,K) — (1,J)

messbare Zufallsvariablen. Die Folge X = (X,,) soll nun den zeitlichen Ver-
lauf zu diskreten Zeitpunkten beschreiben.

Wir verwenden dazu nur Folgen (X,,) mit speziellen Eigenschaften, die die
Analyse vereinfachen, aber trotzdem fiir viele Modelle in den Anwendungen
geeignet sind.

3.1 Die Markov Eigenschaft

Definition 3.1.1

X heifit eine Markov Kette mit Zustandsraum I, wenn fiir alle n € N
und fiir alle g, .., i, € I mit

P(Xo=1i0,...,Xn=1n) > 0
die Markov FEigenschaft
P(Xp+1 =tnt1| Xo =10y, Xpn=1n) = P(Xpy1 =tin+1|Xn =1n)
gilt.

Bemerkung

Die X,, lassen sich als Zustdnde zu den Zeitpunkten n interpretieren. Bei
einer Markov Kette hiangt der Zustand zum Zeitpunkt n + 1 als nur vom
Zustand zum Zeitpunkt n ab und nicht von den Zustédnden in der Vergan-
genheit.

125
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Im Folgenden werden wir stets die Bedingung
P(X(]:Z(],,Xn:Zn) > 0
fordern, auch wenn wir es nicht immer explizit angeben werden.

Lemma 3.1.2

Sei (2, K, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien C, € K paarweise verschie-
den und sei

c = JC
k=0
Weiter seien A, B € K mit
P(AIBNCy) = p
fiir alle kK € NU {0}. Dann ist auch
P(A|BNC) = p.

Proposition 3.1.3

X ist genau dann eine Markov Kette, wenn fiir alle n € N und alle g, .., i, € T
die Wahrscheinlichkeit

P(Xn+1 :in+1|X0:i0,...,Xn :Zn)

unabhéngig von i, .., 4,1 ist.

3.2 Beisiele fiir Markov Ketten

Beispiel Irrfahrten

Sei (Yy,)r>0 eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit Werten in

I =7, sei
n
X, = ZYn
k=0

und sei X = (Xn)nZO mit Xg =Y.
Dann ist X eine Markov Kette, dann da die Y, unabhingig sind, gilt
P(Xn+1 = in+1 ‘XO = i07' ..,Xn = Zn)

P(XO = 1:0, e ,Xn = in,Xn+1 = in+1)
P(Xg=1i0,...,Xp = in)
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P(Yy =i, Y1 =141 — G0y, Y41 = nt1 — in)
P(%:Z‘O,Yl:il—io,---,Yn:in—in_l)

(Yo =io) - [1121 P(Ye = i — k1)
(Yo =vi0) - [Tji=y P(Ye = i — irq1)

= P(Yat1 =int1 —in).

S| ®

Demnach sind wir nicht von den Zusténden iy, .., %,—1 abhéngig und somit
ist X eine Markov Kette.

Anwendung als Modell fiir Aktienkurse

Wir nehmen an, dass sich der Preis zu den Zeitpunkten 0,1,2,..,T stets
verdindert. Mit einer Wahrscheinlichkeit von p springt der Preis um eine
Einheit nach oben und mit einer Wahrscheinlichkeit von 1—p um eine Einheit
nach unten.

Dazu seien die X Bernoulli verteilt mit Parameter p. Es sei

G- v
k=1

der Preis zum Zeitpunkt n. Dann haben wir im Beispiel gesehen, dass
S = (S,) eine Markov Kette ist, der zukiinftige Preis héingt also nur von
dem gegenwiértigen Preis ab, nicht von Preisen aus der Vergangenheit.

Dieses Modell wird Binomial-Baum-Methode genannt und wird in der
Anwendung zur numerischen Berechnung fiir komplizierte Modelle verwen-
det.

Beispiel Warteschlange
In diesem Beispiel soll die Warteschlange an einem Skilift simuliert werden.

Es seien n = 0,1,2,.. Zeitpunkte, an denen der Lift mit je einer Person
abfiahrt. Mit der Folge (Y;,) von unabhéngigen Zufallsvariablen beschreiben
wir die Anzahl der neu ankommenden Fahrgiste im Intervall [n,n + 1[.
Mit der Zufallsvariablen X, beschreiben wir die Linge der Warteschlange
unmittelbar vor der Abfahrt zur Zeit n. Es gilt also

X, = max{0, X,—1 — 1} +Y,,

wobei wir Xy = 49 annehmen. Da die Folge (Y,) aus unabhingigen Zu-
fallsvariablen besteht, ist sind damit auch Y, 41, X, .., Xo unabhéngig. Wir
unterscheiden nun zwei Félle:
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Zunéchst gelte i,, > 1. Dann haben wir

P(Xn—i-l :in+1aXn = ln,---, X0 :iO)
P(Yn—H =int1 —in + 1, Xy =ip,..., Xo :iO)
= P(Yn+1:in+1—in—|—1)-P(Xn:in,...,XOZio)

und durch Division folgt
P(Xn-i-l = ln+1 | Xn=1p,...,Xg= io) = P(Yn—H =1ln+1 — in + 1).

Damit ist die Wahrscheinlichkeit unabhéngig von 4o, ..,%,—1, also ist X =
(X,) eine Markov Kette.

Der zweite Fall 4,, = 0 lédsst sich sehr dhnlich zeigen.

Satz 3.2.1
Sei X eine Markov Kette. Dann gilt:
(1) Far alle i, .., 4, € I folgt
P(Xo=1i0,..., X5 =1p)
= PXo=ip) - P(Xi=i1|Xo=10) ...- P(Xp,=in| Xn-1=1n-1).

(2) Fiir 0 <n < N und i, € I sowie V C I" und F C IV~ folgt
P((Zns1, - Xpn) € F| Xy = in, (X0, .., Xpy1) €V)
= P((xni1,- Xn) € F| Xy = in).

(3) Fir k <m < nund h,j € I folgt die Chapman Kolmogrov Glei-
chung

P(X,=j|Xp=h) = Y P(Xp=j|Xn=i) P(Xp =i| Xp = h).
i€l

Definition 3.2.2

Eine Markov Kette heit homogen oder Kette mit stationdren Uber-
gangswahrscheinlichkeiten, wenn fiir alle 7,5 €

P(Xn+1 :j|Xn = Z) = pij
unabhéngig von n ist.

Die so erzeugte Matrix P = (p;;) heifit eine stochastische Matrix, denn
es gilt
pj =0 und D py =1 fir djel
jel
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Bespiel 3.2.3

Sei (Y;,) eine Folge von unabhingigen Bernoulli verteilten Zufallsvariablen
mit Parameter 1/2. Sei weiter

Xn = 2Y, +Yn+1-
Dazu soll nun die Ubergangsmatrix fiir X berechnet werden.
Es gilt Y% € {0, 1}, somit erhalten wir den Zustandraum
X € {0,1,2,3}.

Weiter folgt aus X, € {0,2} gerade Y, 11 = 0 und aus X,, € {1, 3} natiirlich
Y,+1 = 1. Damit erhalten wir aus

pij = P(Xpy1=7|X,=1) fir 4,7=0,..,3
die gesuchte 4 x 4 Ubergangsmatrix:

1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2
1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2



4 Anhang

4.1 Ubersicht der diskreten Verteilungen

Verteilung 4.1.1 (Laplace Verteilung)

Sei n € N. Dann wird die Laplace Verteilung auf Q = {1,..,n} durch die
Zahldichte

1
— fiir 1€
n

f@) =
gegeben.

0.5

0.25 1/n+

1 2 3 4 1 n

Abbildung 4.1: Laplace Verteilung mit n = 4 [links] und n € N [rechts].

Fiir eine Laplace verteilte Zufallsvariable X gilt

1 21
EX = n;r und  Var(X) = ”12 .

Verteilung 4.1.2 (Bernoulli Verteilung)

Sei ¥ € [0,1]. Dann wird die Bernoulli Verteilung auf €2 = {0,1} durch die
Zahldichte
f(0) =1-9 und fQ) =9

gegeben. Schreibweise: L(1,).
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0.5 0.5

0 T 0

T T
0 1 0 1

Abbildung 4.2: Bernoulli Verteilung mit ¢ = & [links] und ¢ = 2 [rechts].
Fiir eine Bernoulli verteilte Zufallsvariable X gilt

EX =49 und Var(X) = 9 — 9>

Verteilung 4.1.3 (Binomialverteilung)

Sei ¥ € [0, 1]. Dann wird die Binomialverteilung auf Q = {0,1,..,n} durch
die Zahldichte

Fi) = (7;)19"(1—19)”—1‘ fir i€

gegeben. Schreibweise: L(n, ).

024 0.2+ o |
q
0.12- 0.1
OI |If.--_ OT[ WTv.--%
0 6 12 0 7 14

Abbildung 4.3: Binomialverteilung mit n = 12 und ¥ = % [links] sowie mit
n =20 und ¥ = % [rechts].

Fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable X gilt

EX = nd und Var(X) = n(0 —9%).
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Verteilung 4.1.4 (Poisson Verteilung)

Sei A > 0. Dann wird die Poisson Verteilung auf Q@ = N U {0} durch die
Zahldichte P
fln) = —'ef)‘ fiir n €
n!
gegeben. Schreibweise: P(A).

0.121 0.24 1
) p [ X

0.06 0.124

. ..fﬂ [hh...--- 0 Ir, e

T > (—F/———————TF%e 00000

0 12 14 0 8 16

Abbildung 4.4: Poisson Verteilung mit A = 10 [links] und A = 3 [rechts].

Fiir eine Poisson verteilte Zufallsvariable X gilt

EX =X und  Var(X) = A\

Verteilung 4.1.5 (Hypergeometrische Verteilung)

Fiir geeignete Parameter n, s und k wird durch

() - (=)
(x)

eine Zahldichte gegeben. Schreibweise: H(n, s, k).

flr) =

fiir max{0,k+s—n} < r < min{k, s}

L
0.34 0.5

0.154 0.254

T
10 15 20 8 11 14

Abbildung 4.5: Hypergeometrische Verteilung mit (n,s, k) = (32,24,20)
[links] sowie mit (n,s, k) = (16,12,14) [rechts].

Fiir eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable X gilt

EX = k> wd  Var(X) = k> (”_5) n-k
n n n n—1
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Verteilung 4.1.6 (Geometrische Verteilung)

Sei ¥ € [0,1]. Dann wird die geometrische Verteilung auf @ = N durch die
Zahldichte
ftn) = A=)t 9 fir neQ

gegeben. Schreibweise: G(19).

0.25 0.75 1

0.125 1 0.375 1

, {‘IITTrf,......., , I Yo e

0 10 20 0 4 8

Abbildung 4.6: Geometrische Verteilung mit = 1 [links] und ¢ = 2 [rechts].

Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X gilt

EX =

% und Var(X) =

4.2 Ubersicht der stetigen Verteilungen

Verteilung 4.2.1 (Gleichverteilung)
Das Wahrscheinlichkeitsmaf P = R(a,b) zu der Dichte

A fir a<z<b
— b—a - =
f(z) { 0 sonst

heifit Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b].

4/

1/(b-a)

a b

Abbildung 4.7: Gleichverteilung auf [a, b].
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Fiir eine gleichverteilte Zufallsvariable X gilt

b b—a)?
EX = a; wnd  Var(x) = 1;‘) .

Verteilung 4.2.2 (Exponentialverteilung)

134

Sei o > 0 eine reelle Zahl. Dann heifit das Wahrscheinlichkeitsmafl P = E(«)

zu der Dichte
flx) = ae™ fir >0

und f(z) = 0 fiir z < 0 Exponentialverteilung mit Parameter a.
L /)

o-4

v=

0

Abbildung 4.8: Exponentialverteilung mit Parameter a.

Fiir eine exponentiell verteilte Zufallsvariable X gilt

EX = und Var(X) = —.

1
o a?

Verteilung 4.2.3 (Normalverteilung)

Sei 1 € R und o > 0. Dann heifit das Wahrscheinlichkeitsmafl P = N (u, 0?)

zu der Dichte

N e A I —h@wp
Puoz(r) = U@( . ) = =t

Normalverteilung mit Mittelwert x4 und Varianz ¢2. Fiir g = 0 und o0 = 1

ist

die Standard Normalverteilung N = (0, 1).
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Po)

Abbildung 4.9: Normalverteilung mit Parameter p und o2.

Fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X gilt

EX = u und Var(X) = o2
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