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1 Einleitung

Im Korper R der reellen und im Korper C der komplexen Zahlen gilt die
allgemein bekannte Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

Diese Gleichung ist jedoch nur in kommutativen Ringen giiltig. Fiir nicht
kommutierende Variablen x und y gilt

e . ¥ = e:c+y+22+Z3+z4+...

oder umgekehrt auch

TV = e . eV . 2. e% . ™.

Sind die Variablen x und y kommutativ, so folgt nach der bekannten Funk-
tionalgleichung z, = ¢, = 0 fiir n > 2. Sind umgekehrt x und y nun aber
nicht kommutativ, so miissen die Folgeglieder z, und ¢, fiir n > 2 den
Kommutator

[2,y] == 2y —yz # 0

enthalten.

Es beschreibt nun

log(e®e?) = x—}—y—{—Zzi (1.1)
i=2
die Baker-Campbell-Hausdorff Rethe und umgekehrt beschreibt

oo
"tV = e eV Heci (1.2)
=2

das Zassenhaus Produkt.

Das Baker-Campbell-Hausdorff Theorem besagt nun, dass ) | z; eine unend-
liche Summe ist und dass jedes z, fiir n > 2 aus einer Linearkombination
von Produkten mit n Faktoren besteht. Jeder Faktor dieser Produkte ist
entweder x oder y. Man schreibt dafiir

o= Yy C(W) - T(W),
w

3
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dabei ist II(IW) ein Produkt mit n Faktoren, die x oder y sind, und C(W)
ist der Koeffizient zu diesem Produkt. Diese Darstellung von z,, nennen wir
Woorterdarstellung.

Eine Folgerung aus dem Baker-Campbell-Hausdorff Theorem ist die Existens
des unendlichen Zassenhaus Produktes. Zassenhaus wiederum zeigte, dass
auch ¢, fiir n > 2 eine Linearkombination von Produkten mit n Faktoren
ist. Jeder Faktor der Produkte ist auch hier x oder y. Man schreibt dafiir
wieder

e = Y C(W)-TI(W),
w

dabei ist II(IW) ein Produkt mit n Faktoren, die x oder y sind, und C(W)
ist der Koeffizient zu diesem Produkt.

Die Baker-Campbell-Hausdorff Reihe und das Zassenhaus Produkt spielen
in der Physik und dort vor allem in der Quantenmechanik eine wichtige Rol-
le, daher wurden in der Vergangenheit schon mehrere Methoden entwickelt,
mit denen sich die Folgeglieder berechnen lassen.

Finige dieser Methoden zur Berechnung der Baker-Campbell-Hausdorff Rei-
he sind zum Beispiel von GOLDBERG in [1], von MAGNUS in [2] oder auch von
WILCOX in [3] zu finden. Diese Methoden sind jedoch recht mithsam und es
miissen jeweils fiir z, alle vorherigen Glieder berechnet werden. Daher soll
zundchst in Kapitel 2 eine vergleichsweise einfache und moderne Berech-
nung der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe nach REINSCH aus [4] vorgestellt
werden. Diese Methode lésst sich sehr einfach durch einen Algorithmus be-
schreiben und liefert jeweils eine Worterschreibweise der Folgeglieder. Unsere
Ergebnisse sollen daher anschliefend in eine Kommutatorschreibweise um-
gewandelt werden. Dazu kann zum Teil auf die Ergebnisse von DYNKIN aus
[5] und von OTEO aus [6] zuriickgegriffen werden.

Aufbauend auf den grundlegenden Ideen aus Kapitel 2 wird dann in Kapitel
3 eine effiziente Berechnung des Zassenhaus Produktes vorgestellt und die
Giiltigkeit der beschriebenen Methode bewiesen. Auch hier wird wieder ein
Algorithmus vorgestellt und es soll eine zur Worterschreibweise dquivalente
Kommutatordarstellung erzielt werden.

Es wurde in [7] von CIGLER, in [8] von SRIDHAR und JAGANNATHAN und
in [9] von QUESNE gezeigt, dass das Zassenhaus Produkt auch auf die all-
gemeine g-Exponentialfunktion e,(x) iibertragen werden kann. In Kapitel 4
wird daher ein leicht abgewandeltes Verfahren unsere Methode aus Kapitel
3 auch auf die g-Exponentialfunktion angewendet.

Nach der Diskussion in Kapitel 5 sind im Anhang unter Kapitel 6 schliefllich
mogliche Mathematica Implementierungen der vorgestellten Algorithmen zu
finden.



2 Baker-Campbell-Hausdorff Reihe

Es soll nun die 2000 von REINSCH in [4] vorgestellt Methode zur Berechnung
der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe wiederholt werden. Jedes z, der Reihe

z = Zzi = log(e®e?) (2.1)

wird dabei unabhéngig von seinen Vorgéngern effizient berechnet.

2.1 Grundlagen zur Berechnung der Folgeglieder

2.1.1 Potenzreihen
Die Exponentialfunktion wird durch die Potenzreihe

k

o0
1, 1
exp(z) = Z% = ltato’+ o+
k=0

gegeben. Nun gilt diese Potenzreihe nicht nur fiir reelle oder komplexe Zahlen
x, sondern nach Definition auch fiir Matrizen. Sei also A eine n x n Matrix,
dann gilt
o0
AF 1 1
exp(A) = — :I+A+§A2+6A3+..., (2.2)

k!
k=0

dabei ist I die n x n Einheitsmatrix.

Auch der natiirliche Logarithmus lisst sich durch eine Potenzreihe darstel-
len:

o (—1)k 1 1
log(1+x) = —Z( k:) o = x—§x2+§x3—....
k=1

Diese Potenzreihe konvergiert fiir reelle und komplexe = mit |z| < 1. Fir
eine n X n Matrix A gilt dann analog zur Exponentialfunktion

log(I +A) = — 3 (_1)kAk - A—1A2 1A?’— 2
og(I+A) = Z k = 54"+ 3 (2.3)
=1
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2.1.2 Weitere Definitionen

Es seien 01, .., 0, gewohnliche kommutierende Variablen. Weiter werden zwei
(n+1) x (n+ 1) Matrizen F und G durch

1 1 T
F;i = —— und G = —— - o
Y (0! Yo (G- ,H
fir 1 <4,7 <n+ 1 definiert. Es gilt also ausgeschrieben
Ll g o
011 3 (nfll)!
0011 =
F = 1,
0 00 1 =3
00 00 1
1 o1 %0102 %010203
0 1 09 %0203
G = 0 0 1 o3
0 0 0 1

Zwei weitere (n 4 1) x (n + 1) Matrizen M und N seien gegeben durch
M;; = diy15 und Nij = 6iv1,5 04,

dabei ist  das Kroneckersymbol. Ausgeschrieben gilt somit

0100 ...0
0010 ...0
0001 ...0

M = . . , (2.4)
00 00 1
00 00 0
0oy 0 O ... O
0 0 o2 O .0
0 0 0 o3 ... O

N = o (2.5)
0 0 0 0 ... on
0 0o 0 0 ... 0

Nach Kapitel 2.1.1 gilt gerade
F = expM und G = expN, (2.6)

dies wird spéter noch genutzt werden.
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2.1.3 Berechnung von log F'G

Es sei I = ¢;; die (n+1) x (n+1) Einheitsmatrix. Dann ist die Matrix FG—1
eine (n+1) x (n+1) Matrix, die ausschliefilich oberhalb der Superdiagonalen
Eintrdage hat, die nicht Null sind. Es folgt somit

(FG-D)F =0
fiir alle £ > n. Demnach und nach (2.3) folgt nun

~ (—1)*
log FG = log(I+(FG—1)) = =Y ;
k=1

(FG —I)*. (2.7)

Es sei noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Berechnung
von log F'G durch eine endliche Summe in n Schritten erfolgt. Diese Tatsa-
che ist in keinster Weise selbstverstédndlich, sondern eine grofie Ausnahme.
Nur dadurch sind die Folgeglieder der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe so
einfach und effizient zu berechnen.

2.1.4 Der Operator T’

Es sei
W = oftoh?al® .. akn
ein Wort mit u; € {0,1} firi =1,..,n.

Der Operator T “iibersetzt” das Wort W nun in eine Sequenz von z und y.
Ist pu; = 0, so wird o durch ein z ersetzt, und bei y; = 1 wird ¢! durch
ein y ersetzt.

Fiir n = 6 und das Wort

W = olososoioio) = 020403
gilt somit
0.1 0_1_1_0
T(W) = T(oj0505050506) = T(020405) = zyzyyx.

Sei X der Vektorraum aller Polynome iiber den ¢ Variablen mit u; € {0,1}
und sei Y der Vektorraum aller Linearkombinationen von Produkten mit n
Faktoren, die entweder x oder y sind. Dann ist der Operator T" ein Isomor-
phismus zwischen den Rdumen X und Y.

2.1.5 Die Idee zur Berechnung

Die Baker-Campbell-Hausdorff Reihe wird durch z = log e*e¥ gegeben, dabei
sind  und y im Allgemeinen nicht kommutierende Variablen. Die Idee zur
Berechnung des n ten Folgegliedes besteht nun darin, dass zunéchst x und
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y durch die nicht kommutierenden Matrizen M und N ersetzt werden. Die
spezielle Baker-Campbell-Hausdorfl Reihe mit den Matrizen M und N ist
dann gegeben durch

Z = logeMeN = log FG,

dabei soll das grofle Z verdeutlichen, dass es sich um die spezielle Reihe zu
den speziellen Matrizen M und N handelt. Die Grofle der Matrizen ist dabei
fiir alle n € N unterschiedlich.

Es gibt nun zwei Besonderheiten, die die Berechnung ermdéglichen und auch
noch sehr einfach halten. Zum Ersten lassen sich durch die recht einfachen
Strukturen der Matrizen M und N fiir alle n € N Aussagen {iber die Gestalt
von Z, treffen. Zum Zweiten lasst sich wie in 2.1.3 schon beschrieben die
Matrix log F'G in endlich vielen Schritten berechnen. Durch diese beiden
Besonderheiten kann nun jeweils Z,, gerechnet werden, wenn die Matrizen
M und N die GroBe (n 4 1) x (n+ 1) haben.

Um nun spéter von Matrizen wieder zu den allgemeinen Variablen = und y
zuriickzukehren, wird der Operator T verwendet.

Gerade im Bewelis sollte diese Idee noch sehr viel klarer werden.

2.2 Behauptung und Beweis
2.2.1 Satz

Sei n > 1, seien o1, .., 05, beliebige kommutative Variablen und seien F' und
G die zwei (n + 1) x (n+ 1) Matrizen aus 2.1.2, die durch

1 R
By G gy lle

gegeben werden. Weiter sei T' der in 2.1.4 definierte Operator.

Dann ist
Zn = T((IOgFG)l’n+1) (28)

das nte Folgenglied der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe, wobei der Index
1,n+1 das obere rechte Element der Matrix log F'G bedeutet.

2.2.2 Beweis

Es seien M und N die zwei (n + 1) x (n + 1) Matrizen wie in 2.1.2. Der
Beweis gliedert sich nun in fiinf Teile.
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Teil 1: Produkte der Matrizen M und N

Die beiden Matrizen M und N haben nur in der ersten Superdiagonalen
Elemente, die nicht Null sind. Das heif3t, dass ein Produkt aus m Faktoren,
die entweder M oder N sind, eine (n + 1) x (n + 1) Matrix ist, die nur in
der mten Superdiagonalen Elemente hat, die nicht Null sind.

Fiir n = 4 gilt zum Beispiel

0 0 0 o903 0
0 0 0 0 0304
M-N-N = 000 O 0
000 0 0
000 O 0

Insbesondere hat ein Matrixprodukt aus n Faktoren, die M oder N sind,
nur oben rechts einen Eintrag, der ungleich Null ist.

Teil 2: Zusammenhang zum Baker-Campbell-Hausdorff Theorem

An dieser Stelle wird nun das Baker-Campbell-Hausdorff Theorem [ohne
Beweis| vorausgesetzt. Demnach ist bekannt, dass das n te Folgeglied z,, fiir
alle n € N existiert und aus einer Linearkombination von Wortern besteht,
die alle die Lange n haben.

Betrachtet man das n te Folgeglied Z,, der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe
mit den nicht kommutierenden Matrizen M und N, so besteht Z,, aus einer

Linearkombination, bei der jedes Wort ein Produkt von n Matrizen ist, deren
Faktoren M und N sind.

Fiir n = 2 gilt zum Beispiel
1 1

Zy = —-MN—-—--NM
2 2
1 010 0 o1 O 1 0 o1 O 010
= 3 0 01 0 0 o9 -3 0 0 o9 0 01
0 00 0 0 0 0O 0 0 0 00
1 0 0 o9 1 0 0 oy
= -1 0 0 O —-—=10 0 O
2 0 0 O 2 00 0
0 0 %02—%01
= 00 0
00 0

Dies ist die richtige Darstellung von Zs, welche an dieser Stelle aber eigent-
lich noch nicht bekannt ist.
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Allgemein folgt nun aus Teil 1, dass Z,, [mit den nicht kommutierenden Ma-
trizen M und N] eine (n+ 1) x (n+ 1) Matrix ist, die nur oben rechts einen
einzigen Eintrag hat, der ungleich Null ist.

Da die Baker-Campbell-Hausdorff Reihe durch
Z = log (eM eN )

definiert ist, ist fiir alle n € N das obere rechte Element der Matrix Z,, gleich
dem oberen rechten Element der Matrix log (eM eV ) Anders geschrieben gilt
also

(Zn)igr = (log (e¥'e™)), .-

Dies zeigt, dass auch (log (eM eV )) Lntl berechnet werden kann, um das n te
Folgeglied Z,, der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe zu erhalten.

Teil 3: Neue Schreibweise

Wiederum durch das Baker-Campbell-Hausdorff Theorem kann die Situati-
on nun durch

log (eMeN) L1 = D CW) - (I(W))1n41
wew

ausgedriickt werden, dabei ist W die Menge aller Worter der Lénge n, die aus
den “Buchstaben” M und N bestehen, C (W) ist der Koeffizient zum Wort
W in dem Term n ter Ordnung in der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe und
II(W) beschreibt das Produkt von den Matrizen M und N, welches durch
das Wort W gegeben wird.

Fiir n = 4 ist zum Beispiel W = NMNM € ‘W, es ist wie immer C(W) eine
reelle Zahl und es gilt I(W) =N -M - N - M.

Teil 4: Von M und N zu z und y

Es soll nun gezeigt werden, dass das obere rechte Element von II(W), also
(II(W))1,n+1, ein Produkt aus den ¢ Variablen ist, deren Indizes die Posi-
tionen der N’s im Wort W angeben.

Sei v = (0,0,..,0,1)” ein Spaltenvektor aus n + 1 Elementen. Es soll nun
II(W) auf v angewendet werden. Da M und N nur auf der ersten Super-
diagonalen Eintréige haben, die nicht Null sind, verschiebt sich das Element
aus v, welches nicht Null ist, um eine Position nach oben. Wird nun N mit
dem Spaltenvektor multipliziert, so wird das Element vom Spaltenvektor,
das nicht Null ist, mit o; multipliziert. Der Index ¢ gibt dabei die Position
von diesem N in dem Wort W an.

Nachdem alle n Matrizen mit dem Spaltenvektor multipliziert wurden, steht
nur noch ganz oben ein Element, das nicht Null ist, sondern ein Produkt
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aus den o Variablen.

Diese Situation wird klar, wenn man sich die Strukturen der Matrizen M
und N und das folgende Beispiel ansieht:

Fiir n = 3 und das Wort W = M NN gilt

M-N-N-v
0100 0 o0 0 O 0 o0 0 O 0
_ 0 010 0 0 o2 O 0 0 o2 O 0
N 0 0 01 0 0 0 o3 0 0 0 o3 0
00 0O 0 0 O 0 0 0 O 1
01 00 0 o1 O 0
_ 0010 0 0 o2 O 0
N 0 0 0 1 0 0 0 o3 o3
0 00O 0 0 0 O 0
01 0O 0 0903
o 0 010 09203 o 0
N 0 0 0 1 0 - 0
00 0O 0 0

Nun gibt o903 an, dass im Wort W an den Positionen 2 und 3 ein N vor-
kommt.

Da die Matrixmultiplikation assoziativ ist, kénnen erst die Matrixmultipli-
kationen durchgefiihrt werden, bevor der Spaltenvektor v mit dem Produkt
der Matrizen multipliziert wird. Dies zeigt, dass das Element, das nach den
n Multiplikationen im Spaltenvektor ganz oben steht, gleich dem oberen
rechten Element in der Matrix II(W) ist.

Somit ist (II(W))1 n+1, ein Produkt aus den o Variablen, deren Indizes die
Positionen der N’s im Wort W angeben.

Dies zeigt, dass das Anwenden des Operators T auf das rechte obere Element
der Matrix log F'G die gleiche Linearkombination aus z und y Variablen lie-
fert, wie zuvor aus den M und N Matrizen.
Teil 5: Beweisabschluss
Teil 4 zusammen mit der Erkenntnis (2.6), dass ndmlich

F = expM und G = expN

gilt, beweist die Behauptung 2.2.1. O

Es soll an dieser Stelle noch einmal festgehalten werden, dass es vergleichs-
weise sehr einfach ist, die Matrix

log FG
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zu berechnen. Wie in 2.1.3 beschrieben, sind nur endlich viele Rechenschritte
notwendig. Dies liegt hier an der aulergew6hnlich einfachen Berechnung des
Logarithmus.

2.3 Beispiele

Es soll nun verdeutlich werden, wie die Folgeglieder der Baker-Campbell-
Hausdorff Reihe z berechnet werden kénnen. Alle Ergebnisse wurden mit
anderen Literaturwerten wie zum Beispiel mit denen aus [9] verglichen und
stimmen {iberein.

2.3.1 Berechnung von 2;

Firn =1 gilt

Demnach folgt

_ 1 1401 _ 0 140
FG = (0 1 > und log FG = <0 0 )

Es ergibt sich somit

21 = T(log FG)i14n = T(1+01) = T(o] +01) = +y.

2.3.2 Berechnung von 2z

Fiir n = 2 gilt
1 1 % 1 o1 %0102
F = 0 1 1 und G = 0 1 09
0 0 1 0 O 1

Demnach folgt

0 140y %+02+%0102
(FG—-1) = 0 0 1409
0 0 0

und
0 0 1+o01+o02+0102
(FG-I)> = | 0 0 0
0 0 0
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sowie

0 1409 %02 — 501

log FG = 0 0 1+ 09

0 0 0

Es ergibt sich somit
1 1
1 0_1 1.0 1
= iT(‘7102—‘71‘72) = 5(3521—990)-

2.3.3 Berechnung von z;3

Fiir n = 3 erhélt man ganz analog

1 1 1 1 1 1
z3 = T|-—01— =09+ —03+ —01090 — —0103 + — 0903

12707672 T 127 T 1 6 12
! SN Lo
T L e DR DL e I DR

2.3.4 Berechnung von 2z,

Fiir n = 4 berechnet sich

1 1 1 1
zy = T<—240'102+120'10'3—12020’4+240'304>

1 1 1 1
= —ﬂyymx + nyyx - ﬁ:cy:ny + ﬂfmyy

2.4 Algorithmus zur Berechnung der Folgeglieder

Der folgende Algorithmus soll noch einmal die Schritte verdeutlichen, die bei
der Berechnung des n ten Folgegliedes der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe
notig sind.

(Input) Ein n > 2.

(1) Berechnung der (n+ 1) x (n+ 1) Matrix F' durch

(2) Berechnung der (n+ 1) x (n + 1) Matrix G durch

1
Gij = 77— 1] o*
TG ,g
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(3) Berechnung von log F'G durch

log FG = _i(_l)k(pa—nk.
k=1 k

(4) Anwenden des Operators T auf das Element (log F'G)1 1.

(Output ) Das n te Folgeglied in Worterschreibweise.

Eine mogliche Mathematica Implementierung ist im Anhang unter 6.1 zu
finden.

2.5 Symmetrie der Koeffizienten

Wie schon in den Beispielen gesehen, gibt es eine gewisse Symmetrie der Ko-
effizienten in den Folgegliedern der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe. Sind
Symmetrien bekannt, so kann jedes Folgeglied durch eigene Algorithmen
noch schneller berechnet werden. Zwei Symmetrien werden in [4] bewiesen,
diese sollen hier nun vorgestellt werden:

2.5.1 Tauschen der Variablen

Die Beziehung e* = e”e¥ impliziert durch links- bzw. rechtsseitger Multipli-

kation mit den inversen Elementen (e*)~! = e™* und analog e und e Y
gerade e % = e %e Y, somit gilt
z = loge¥ey = —loge Ye .

Dies zeigt, dass das Tauschen der z’s und der y’s in dem nten Folgeglied
der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe z, das gleiche Ergebnis liefert, indem
man 2, mit (—1)"~! multipliziert.

Es gelte nun 01-2 =1fiir i = 1,..,n. Dann wird diese Symmetrie gerade durch

(log FG)imy1 - [[oi = (=)™ ' (log FG)1n1a (2.9)
=1

ausgedriickt, da die Multiplikation mit []} ; 0; ein Tauschen der z und y
Variablen bewirkt.
Beispiel

Betrachtet man nur einzelne Terme aus einem Folgeglied, so kann man eine
Aussage iiber einen weiteren Term treffen.
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Das sechste Folgeglied zg der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe beinhaltet

den Term )

m yryyxrx,

durch das Tauschen der Variablen und einer Multiplikation mit (—1) kommt

also auch der Term 1
~310 TYTITYY

in zg vor.

2.5.2 Verdrehen der Variablen

Eine weitere Symmetrie nach [4] ist das Verdrehen der Variablen:

(logFG)l,nJrl(al,..,an) = (_1)n—1 . (logFG)LnJrl(O'n,..,O'l), (210)

hierbei driickt (o1, ..,05) aus, dass (log F'G); n4+1 eine Funktion mit den
n Variablen o1, ..,0, ist. Auf der rechten Seite der Gleichung wird durch
(op,..,01) die Reihenfolge der Variablen gerade vertauscht.

Beispiel

Das sechste Folgeglied zg der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe beinhaltet
den Term

1
240 Yyryyrx,

durch das Verdrehen der Variablen und einer Multiplikation mit (—1) kommt

also auch der Term )

240 TTYYxry

in zg vor.

2.6 Kommutatorschreibweise nach Dynkin

Soll ein Folgeglied der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe mit Kommutatoren
dargestellt werden, so lésst sich das Verfahren von DYNKIN aus [5] anwenden,
welches auch in [6] vorgestellt wird:

Es sei
o= Y, C(W)-W(si,..,sn)
W (s1,.,8n)

ein Folgeglied der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe in der bislang beschrie-
benen Darstellung, dabei ist W (s, .., sy,) ein Wort aus den z’s und y’s und
C(W) ist der Koeffizient zu diesem Wort. Es gilt weiter s; = x, wenn an der
iten Stelle im Wort W ein z steht, sonst s; = v.
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In Kommutatorschreibweise gilt dann

(-1
o=y o C(W) - [sns [, [s3: [s2, s1]].]]- (2.11)
W(s1,--,8n)
81752

Es ist dabei zu beachten, dass diese Summe nur Worter addiert, bei denen
$1 # s gilt. Sind die ersten beiden Buchstaben aus einem Wort also xx oder
yy, so muss dieses Wort nicht in einem Kommutator umgewandelt werden,
da er durch den inneren Kommutator [s2, s1] = 0 sowieso verwinden wiirde.

Beispiel

Fir n = 3 und

1 1 n 1 n 1 1 n 1
Z3 = —YIT — ZTYT + —IT —YYyr — <Yw —x
3 12y 6 Y 12 Y 12yy 69 Y 12 vy

ergibt sich nach diesem Verfahren also

1 1 1 1

3 = %[:‘U’ [CU,ZJH - E[:Eﬂ [y,:c]] - TS[y’ [:E?y]] + %[ya [yvl‘]]

Man erzielt im Allgemeinen keine sehr kompakte oder kurze Darstellung
in der Kommutatorschreibweise. Das dritte Folgeglied kann nach einfachen
Umformungen auch durch

s = sl eyl - g5l ool

beschrieben werden. Dies ist auch genau das Ergebnis, was unsere vermutete
Kommutatorschreibweise aus Kapitel 2.7 liefert. Ansonsten lassen sich die
Ausdriicke teilweise durch Kommutatoridentitéiten [siche Kapitel 2.8] weiter
vereinfachen, aber auch dies kann schnell sehr mithsam werden und es ldsst
sich hierzu kein Algorithmus finden.

2.7 Vermutete Kommutatorschreibweise

Fine weitaus kompaktere Kommutatorschreibweise als nach dem Verfahren
von DYNKIN erhélt man durch die folgende Vermutung:

Es sei wieder
o= Y C(W)-W(si,..,sn)
W (s1,.-,8n)
ein Folgeglied der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe, dabei ist W (s1, .., sp)
ein Wort aus den z’s und y’s und C(W) ist der Koeffizient zu diesem Wort.

Es gilt s; = z, wenn an der i ten Stelle im Wort W ein x steht, sonst s; = .
Weiter sei n, (W) die Anzahl der z’s und analog n, (W) die Anzahl der y’s
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im Wort W.

In Kommutatorschreibweise gilt dann

_1\n—1
#n = Z (nl()W) ~C(W) - [sn, [ [53, [52, 51]].]] (2.12)
pE

und analog auch

(=y!
o= Y R CW) - [sn, .-, [s3, [s2, s1]]..]]- (2.13)
Wietroom) Y

Es wird also nur iiber die Woérter summiert, die mit xy bzw. die mit yx
anfangen.

Diese Vermutung stammt auch von DYNKIN und wurde von OTEO in [6]
bis zum zehnten und von uns bis zum 18 ten Folgeglied iiberpriift und mit
bekannten Ergebnissen verglichen.

Beispiele

Fir n = 3 und

1 LSNPS DR Lo
2T YT T T T Y T YU T g Y T 1YY

erhilt man somit

1 1 1 1
23 = E[yv [y,l‘]]_ﬁ[fﬁ, [y,CUH - ﬁ[l‘a [xay“_ﬁ[yv [ﬂf,y“
Fir n =4 und
B 1 n 1 1 n 1
Z4 = 24yyxx 12ywy:z; 12:13ymy 24:U:Uyy
erhilt man analog sofort
= L lalll = — ool s [ ]l
Z4 = 24y7 €, |Y,T - 24$7 Y, T, Y]]

2.8 Kommutatoridentitiaten

Durch die folgenden Kommutatoridentitéten, welche alle in [6] vorgestellt
werden, lassen sich die erzielten Ergebnisse weiter vereinfachen.

Am bekanntesten ist die Jacobi-Identitiit

[LL’, [y’ Z” + [yv [va“ + [27 [x,yﬂ =0



Kap.2  Baker-Campbell-Hausdorff Reihe 18

mit den drei Variablen x, y und z. Mit nur zwei Variablen und vier Opera-
toren ist die folgende Identitdt bekannt:

[1’, [yv [a:, ym - [y7 [JI, [x, ym - - [.CU, [yv [ya me
Zwei weitere Identitéten mit sechs Operatoren sind

[, [y, [y [, [y, 20] + [y s [ L, [y, 2)]0]) = 2[y, (2, [y, [y, [y, 2]]]]]

und

[, [z, [y, [y, [y, 2]]]l] + 3y, [z, [, [y, [y, z]]]]]
= [y My [z =y, 2]l + 3z, [y, [z [y, [y, z]]]]].

Diese und auch noch weitere Beziehungen konnen also genutzt werden,
um eine moglichst kompakte Kommutatordarstellung der Baker-Campbell-
Hausdorff Folgeglieder zu erhalten.



3 Zassenhaus Produkt

Aufbauend auf der Berechnung der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe aus
Kapitel 2 soll nun die Berechnung der Folgeglieder des Zassenhaus Produk-
tes erfolgen. Es wird zu erkennen sein, dass auch dies in endliche vielen
Rechenschritten moglich sein wird und es wird auch wieder ein Algorithmus
zur Berechnung der Folgeglieder vorgestellt.

Um den Unterschied zur Baker-Campbell-Hausdorff Reihe zu verdeutlichen,
werden nun die im Allgemeinen nicht kommutierenden Variablen a und b
statt z und y verwenden. Die grundlegende Gleichung ist somit

el = et b e e (3.1)
und auch die Folgeglieder ¢,, bestehen aus Produkten, deren Faktoren a oder
b sind.

3.1 Grundlagen zur Berechnung der Folgeglieder

3.1.1 Weitere Definitionen

Es seien 7, .., 7, gewohnliche kommutierende Variablen. Weiter werden drei
(n+1) x (n+ 1) Matrizen J, K und L durch

1 Jj-1 (_1)1-‘1-]
Jii = - — - 1+ 7 , K;; = - - und
= o e Ky =

(1™ T

— )
(G =) kHZ

fir 1 <4,5 <n+ 1 definiert. Es gilt also ausgeschrieben

1 (I47) $A+m)0+7) +(1+7)1+7m)(1+73)
0 1 (1+7'2) %(1-1-7’2)(14-7’3)

J = 0 0 1 (1+73) ,
0 0 0 1

19
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R
o 1 -1 L .. ;ﬁ
00 1 -1 ... £55;
K = 1],
0 0 0 1 ... T
0 0 0 0 1
1 —7n %7'17'2 —%7’17'27'3
0 1 —Ty %7’273
L = 0 0 1 —T3
0 0 0 1

Zwei weitere (n + 1) x (n + 1) Matrizen P und @ seien gegeben durch
Pij = 0iy1;  und Qi = dit15 T

dabei ist 0 das Kroneckersymbol. Ausgeschrieben gilt somit

01 00 0
0010 0
0 0 01 0
P = o A (3.2)
00 0O 1
00 0 O 0
0 n 0 O 0
0 0 m™» O 0
0 0 0 73 0
Q = : : : . : (3'3)
o 0 o0 0 ... 7,
0o 0 o0 o0 ... 0

Die Matrizen P und ) werden also ganz analog zu den beiden Matrizen M
und N aus Kapitel 2 definiert.

Durch die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion fiir Matrizen
aus 2.1.1 und anhand der auschgeschriebenen Matrizen J, K und L erkennt
man, dass gerade

J=exp(P+Q), K =-exp(—P) und L = exp(—Q) (3.4)

gilt. Dies ist eine Vereinfachung, die spéter genutzt werden wird.
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3.1.2 Berechnung von exp D fiir spezielle Matrizen D
Es sei D eine n x n Matrix mit n > 2, die nur oben rechts einen Eintrag

besitzt, der ungleich Null ist. Es gelte also

D — d#0 wenn i=1und j=n
Yo 0 sonst

Dann ist nach 2.1.1 wieder sofort klar, dass
expD = 1+ D

gilt. Dies zeigt nun gerade, dass das obere rechte Element von exp D gleich
dem oberen rechten Element von D ist. Auch diese Erkenntnis wird spéter
genutzt werden.

3.1.3 Der Operator U

Ganz analog zum Operator T aus Kapitel 2 soll nun der Operator U definiert
werden.

Es sei

k2 i3 1
W = m ' m” ...t

ein Wort mit u; € {0,1} firi = 1,..,n.

Der Operator U “iibersetzt” das Wort W nun in eine Sequenz von a und b.
Ist pu; = 0, so wird 7/ durch ein a ersetzt, und bei y; = 1 wird 7/ durch
ein b ersetzt.

Fiir n = 6 und das Wort

W = ridririd7 = nimm
gilt somit
UW) = U(rimdmrimd7d) = U(rimsrs) = babbaa.

Auch U ist ein Vektorraumisomorphismus.

3.1.4 Die Idee zur Berechnung
Die Folgeglieder ¢,, des Zassenhaus Produktes werden durch

el = e%.ebe e e,
gegeben. Es wird nun auch hier damit begonnen, die allgemeinen Variablen
a und b durch die speziellen nicht kommutierenden Matrizen P und @ zu
ersetzen. Dadurch ldsst sich das spezielle n te Folgeglied C), berechnen, wobei
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das grofle C' wieder verdeutlicht, dass es sich um ein spezielles Produkte
handelt. Spéter liasst sich das Ergebnis dann wieder durch den Operator U
in beliebige Variablen a und b iibersetzen.

Benutzt man nun P und (), so ist nach Zassenhaus wieder bekannt, dass Cj,
jeweils aus Produkten besteht, deren k& Faktoren P und @ sind. Somit wird
Cy fiir k > n die (n+ 1) x (n 4 1) Nullmatrix sein und demnach wird dann
auch e“* = I gelten. Man erkennt schon jetzt, dass fiir die Berechnung von
C,, alle Folgeglieder C} mit k > n nicht relevant sein werden.

Die Situation sollte im folgenden Beweis wieder sehr viel klarer werden.

3.2 Behauptung und Beweis
3.2.1 Satz

Sei n > 2, seien 71, .., 7, beliebige kommutative Variablen und seien J, K
und L sowie P und @ die in 3.1.1 definierten (n + 1) x (n 4+ 1) Matrizen.
Weiter sei U der in 3.1.3 beschriebene Operator.

Dann ist

cn = U ((e_C"*1 e Onz. o7 L-K-J) (3.5)

1,n+1)
das n te Folgenglied des Zassenhaus Produktes, dabei ist C,, fiir m < n je-
weils das spezielle m te Folgenglied aus den nicht kommutierenden Matrizen

P und Q.

3.2.2 Beweis

Der Beweis gliedert sich wieder in fiinf Teile.

Teil 1: Produkte der Matrizen P und Q

Ganz analog zu den Matrizen M und N aus Beweis 2.2.2 haben die beiden
Matrizen P und @ nur in der ersten Superdiagonalen Elemente, die nicht
Null sind. Das heif3t, dass ein Produkt aus m Faktoren, die entweder P oder
@ sind, eine (n+1) X (n+1) Matrix ist, die nur in der m ten Superdiagonalen
Elemente hat, die nicht Null sind.

Fiir n = 4 hat PQP zum Beispiel nur in der dritten Superdiagonalen Ein-
trage, die ungleich Null sind.

Insbesondere hat ein Matrixprodukt aus n Faktoren, die P oder @) sind, nur
oben rechts einen Eintrag, der ungleich Null ist. Ein Produkt aus k Faktoren
mit k > n ist also sofort die (n + 1) x (n + 1) Nullmatrix.
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Teil 2: Zusammenhang zu Zassenhaus

Es wird nun wieder das in der Einleitung angesprochene Theorem von Zas-
senhaus [ohne Beweis| vorausgesetzt. Demnach ist bekannt, dass das nte
Folgeglied ¢, fiir alle n € N existiert und aus einer Linearkombination von
Wortern besteht, die alle die Lange n haben.

Betrachtet man das nte Folgeglied C), des Zassenhaus Produktes mit den
nicht kommutierenden Matrizen P und @, so besteht C), aus einer Line-
arkombination, bei der jedes Wort ein Produkt von n Matrizen ist, deren
Faktoren P und @ sind.

Allgemein folgt nun aus Teil 1, dass C), [mit den nicht kommutierenden Ma-~
trizen P und @] eine (n+ 1) x (n + 1) Matrix ist, die nur oben rechts einen
einzigen Eintrag hat, der ungleich Null ist.

Die grundlegenden Gleichung

ePTQ — oF Q. g02. 08 . g0, |

kann nun fiir alle n € N durch das endliche Produkt

P+Q _ P Q. Co. O

e - eCn (3.6)

beschrieben werden, da nach Teil 1 und nach Zassenhaus C}. fiir kK > n die
(n+1) x (n+ 1) Nullmatrix ist und somit e“* = I gilt. Durch linksseitiges
anmultiplizieren der inversen Elementen an die Gleichung (3.6) erhélt man
nun

en = (P ) Th ()T (@) T (F) TP
= ¢ Ol Lo C @l P

Die Matrizen Cy, fiir m = 2,..,n — 1 habe jeweils nur auf der m ten Super-

diagonalen Eintrige, die ungleich Null sind. Somit kann jede Matrix e=m

in wenigen Schritten berechnet werden.

Dies zeigt, dass e genau dann in endlich vielen Rechenoperationen berech-
net werden kann, wenn die Folgeglieder Cs bis C,,11 bekannt sind.

Teil 3: Das obere rechte Element von ¢©»

Es ist bekannt, dass C, nur oben rechts einen einzigen Eintrag hat, der
ungleich Null ist. Somit gilt nach Kapitel 3.1.2 also gerade e“» = I + C,,.
Das obere rechte Element von C), ist also gerade dem oberen rechten Element
von e“». Anders geschrieben gilt demnach

(Cn)ipsr = (ecn) 1n+1

- (e_C”’l e Qe h eP+Q)

1,n+1"
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Nach Zassenhaus kann die Situation nun durch

(Co)ins1 = Z CW) - (IL(W))1,n41
Wew

ausgedriickt werden, dabei ist W die Menge aller Worter der Lénge n, die
aus den “Buchstaben” P und @ bestehen, C'(W) ist der Koeffizient zum
Wort W in dem Term n ter Ordnung des Zassenhaus Produktes und II(TV)
beschreibt das Produkt von den Matrizen P und @), welches durch das Wort
W gegeben wird.

Teil 4: Von P und Q zu a und b

Der néchste Schritt ist nun zu zeigen, dass das obere rechte Element von
II(W), also (II(W))1,n+1, ein Produkt aus den 7 Variablen ist, deren Indizes
die Positionen der Q’s im Wort W angeben.

Dieser Teil des Beweises verlauft aber ganz analog zu Teil 4 aus Beweis 2.2.2
und wird daher als bekannt angenommen.

Somit erhélt man durch Anwenden des Operators U auf das rechte obere
Element der Matrix e“» die gleiche Linearkombination aus ¢ und b Variablen,
wie zuvor aus den P und Q Matrizen.

Teil 5: Beweisabschluss

Teil 4 zusammen mit Gleichung (3.7) und der Erkenntnis (3.4), dass namlich
J = exp(P + Q), K = exp(—P) und L = exp(—Q)
gilt, beweist die Behauptung 3.2.1. O

Es ist nochmals festzuhalten, dass die besonderen Strukturen der Matri-
zen P und @ dafiir sorgen, dass jeweils auch exp P und exp () in endlich
vielen Schritten berechnet werden kann. Alle Matrizen, mit denen irgend-
welche Operationen durchzufiihren sind, haben nur oberhalb und evtl. auf
der Hauptdiagonalen Eintrage, die ungleich Null sind. Nur dadurch sind alle
Operationen in endlich vielen Schritten durchzufiihren.

Das Zassenhaus Produkt ldsst sich somit iterativ und effizient berechnen.

3.3 Beispiele

Es werden nun die ersten Folgeglieder des Zassenhaus Produktes von Hand
berechnet. Diese und weitere Folgeglieder stimmen auch mit den Ergebnissen
aus [9] iiberein.
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3.3.1 Berechnung von c,

Fiir n = 2 gilt
I -7 7im 1 -1 3
L = 0 1 —Ty , K = 0 1 -1 und
0 1 0 1
1 (1+7) 214+m)(1+m)
J = 0 1 (1+m)
0 0 1
Damit folgt
1 0 57‘1 %’7’2
00 1
somit erhélt man
1 1
Cy = U(L'K'J)l’nJrl = U<27‘1—27‘2>
_ Ly oy Lo
= U(Tl Ty T Ty ) = (ba ab) .
2 2
3.3.2 Berechnung von c3
Fiir n = 3 ergibt sich
1 —7m %7’172 —17'1727'3 1 -1 % —é
_ o 1 -m 5T2T3 B o 1 -1 1%
L= 0 0 1 —T3 , K= o 0 1 -1
0 O 0 1 0 0 O 1
1 (147) s0+m)(A+7m) +1+m)1+7)(1+73)
P U (1+7) 3(1+72)(1+73)
N 0 0 1 (1+73)
0 0 0 1

Fiir die Matrizen

0100 07 0 0
o010 oo =m0
P=10001 e

0000 00 0 0

folgt nun nach 3.3.1 gerade

e O = oxp (—i(@ PP Q))
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0 0 %(7‘2—7‘1) 0
_ 0 0 0 (3 — 1)
- Pl oo 0 0
00 0 0
1 0 i(m—m) 0
B 01 0 %(73—7'2)
- 00 1 0
00 0 1

Damit lasst sich nun leicht c3 berechnen:

c3 = U(e*CQ-L-K-J)

1,n+1
U2 L Lt o g
- —T173 — -T2 — ZT273 — -T1T: —T —T:
313 32 323 312 61 63

2 1 1 1 1 1
= gbab - gaba — §abb - gbba + Ebaa + gaab.

3.3.3 Berechnung von ¢,

Analog erhilt man fiir n = 4 gerade

1 1 1 1 1 1

cy = —ﬂaaab + éaaba + gaabb — gabaa — Eabab — gabbb
1 1 1 1

—|—ﬂbaaa + Zbaba + gbabb - gbbaa — %bbab + gbbba.

3.4 Algorithmus zur Berechnung der Folgeglieder

Der folgende Algorithmus zeigt die notwendigen Berechnungen, um das n te
Folgeglied des Zassenhaus Produktes zu erhalten.

(Input) Ein n > 2 und m = 2.
(1) Berechnung der (m + 1) x (m + 1) Matrix J durch

j—1

Jij = .1. 'H(1+Tk)-

) e

(2) Berechnung der (m + 1) x (m + 1) Matrix K durch

Ly
T g

(3) Berechnung der (m + 1) x (m + 1) Matrix L durch

R |

B (_1)z+j J

SRR b
k=i
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(4) Berechnung von
Cp = e On1.e7COn2. o= . K.

dabei ist C fiir k < m das spezielle kte Folgenglied des Zassenhaus
Produktes, welches durch die speziellen (m + 1) x (m+ 1) Matrizen P
und Q mit Pj; = ;11 und Q;; = d;41,; 7; gegeben wird.

(5) Wenn m < n, dann m = m + 1 und gehe zu (1), sonst weiter zu (6).

(6) Anwenden des Operators U auf das Element (C,)1n+1-

(Output ) Das n te Folgeglied in Worterschreibweise.

Eine mogliche Mathematica Implementierung ist im Anhang unter 6.2 zu
finden.

3.5 Vermutete Kommutatorschreibweise

Analog zur vermuteten Kommutatorschreibweise bei der Baker-Campbell-
Hausdorff Reihe kann auch zum Zassenhaus Produkt eine Vermutung for-
muliert werden:

Es sei

o= Y, COW)-W(t,..,tn)
W(th..,tn)

ein Folgeglied des Zassenhaus Produktes, dabei ist W (t1, .., t,,) ein Wort aus
den a’s und b’s und C(W) ist der Koeffizient zu diesem Wort. Es gilt ¢; = a,
wenn an der iten Stelle im Wort W ein a steht, sonst t; = b. Weiter sei
nq(W') die Anzahl der a’s und ny(W') die Anzahl der b’s im Wort W.

In Kommutatorschreibweise gilt dann

= 3y COV Ll ] (8)
W(tl,..,t_na)

und analog auch

o= X iy ) el el 69
w<t1,..,tfg a

Es wird also nur iiber die Worter summiert, die mit ab bzw. die mit ba
anfangen.

Diese aufgestellte Vermutung wurde mit der Anwendung von Mathematica
bis zum 17 ten Folgeglied {iberpriift und bis zum sechsten Folgeglied auch
wieder mit den bekannten Ergebnissen aus [9] verglichen.
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Beispiel

Fir n =4 und

1 1 1 1 1 1
cy = —ﬂaaab + éaaba + gaabb — gabaa — Zabab — gabbb
1 1 1 1
—i-ﬁbaaa + Ebaba + gbabb — ébbaa — %bbab + gbbba.

erhilt man also

1 1
G4 = 7[[[bv a’]va]’a] + g[[[bv a}vb]’a] + g[[[bv a]’b}vb]

—_
—_

1
= —g;llla 8] al,a] = S[lla,b], a], b] = Z[[a, 8], 8], b).



4 Zassenhaus Produkt der ¢-Expo-
nentialfunktion

Analog zur iiblichen Exponentialfunktion exp(z) = e* lisst sich auch ei-
ne ¢g-Exponentialfunktion e,(x) iiber Potenzreihen definieren [siehe Kapitel
4.1.1].

Das Zassenhaus Produkt der g-Exponentialfunktion wurde schon von CiG-
LER in [7] untersucht und nach den Ergebnissen von QUESNE in [9] schreiben
wir

eq(a+b) = eqoo(a)-eq1(b)-epa(c) - eqas(c3) - egealca) ...,  (41)

dabei sind aq, a1, ao, .. reelle Zahlen. Konventionell setzt man ag = a1 = 1.
Durch eine unterschiedliche Wahl der Zahlen «; fiir ¢ > 2 erhélt man dann
auch unterschiedliche Funktionen ege; ().

Die Folgeglieder ¢; fiir ¢ > 2 sollen nun mit der gleichen Methode berech-
net werden, wie auch schon die Baker-Campbell-Hausdorff Reihe und das
Zassenhaus Produkt zuvor.

4.1 Grundlagen zur Berechnung der Folgeglieder

4.1.1 Die ¢-Exponentialfunktion

Es sei
1— qk k—1
klg = = ¢ = 1+qg+¢@+...+¢1
1- q =0
und dazu sei die Fakultét
klg! = [Lg-12lg-----[klq mit [0 = 1.
Die g-Ezxponentialfunktion e; wird nun definiert durch
e k
x 1 1
eq(z) = = 14z4 —at+ ——a+ ..
q 2y 2, e,
2 3
= l4z4 4 x +.... (4.2)

(1+q (+q1+q+q?)

29
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Diese Definition gilt auch wieder fiir n x n Matrizen A:

Ak

S 1
eq(4) = kzzo[k]Q' = I+A+mA2+[2]q[3]qA3+...
B B A L (43)

+ +
(1+q) (+q¢(+q+q*)
dabei ist I wie iiblich die n x n Einheitsmatrix.

Fiir den Konvergenzradius r dieser g-Exponentialfunktion gilt nach [9]

{ (], fir 0<g<1
o= .
oo fiir g>1

Es ist klar, dass fiir ¢ — 1 gerade [n], = n gilt. Somit folgt sofort

lirrieq(:c) = e* = exp(z).
q*)

4.1.2 Weitere Definitionen
Es werden wieder die (n 4 1) x (n + 1) Matrizen
Pij = biy1; und Qi = diy1;5 7,

benotigt, welche schon in Kapitel 3.1.1 eingefiihrt wurden. Dabei sind also
Ti, .., Tn gewOhnliche kommutierende Variablen und ¢ ist das Kroneckersym-

bol.
Auflerdem wird auch der Operator U verwendet [siehe 3.1.3].

4.1.3 Die Idee zur Berechnung

Die Idee zur Berechnung der Folgeglieder ist nun ganz analog zur Idee bei
dem iiblichen Zassenhaus Produkt:

Die Folgeglieder ¢, mit der g-Exponentialfunktion werden durch
eqla+b) = eg(a) - eq(b) - eqea(c2) - eqas(cs) - eqealca) - ...

gegeben, dabei sind asg, as, .. reelle Zahlen. Dieses Produkt wird wieder fiir
die speziellen nicht kommutierenden Matrizen P und @ berechnet und spéter
durch den Operator U in beliebige Variablen a und b iibersetzen.

4.2 Behauptung und Beweis
4.2.1 Satz

Sei n > 2, seien 7, .., 7, beliebige kommutative Variablen, seien a9, as, ..
reele Zahlen und seien P und @ die in 3.1.1 definierten (n + 1) x (n + 1)



Kap.4  Zassenhaus Produkt der g-Exponentialfunktion 31

Matrizen. Weiter sei U der in 3.1.3 beschriebene Operator.

Dann ist
en = U (gt (Com) ™ eoeg @7 g (P) ey (P +Q)), ) (44)

das n te Folgenglied des Zassenhaus Produktes mit der in 4.1.1 eingefiihrten
g-Exponentialfunktion, dabei ist Cy, fiir m < n jeweils das spezielle m te
Folgenglied aus den nicht kommutierenden Matrizen P und Q).

4.2.2 Beweis

Der Beweis orientiert sich sehr stark am Beweis 3.2.2, daher sollen hier vor
allem die wesentlichen unterschieder vorgestellt werden, die sich durch die
g-Exponentialfunktion ergeben.

Teil 1: Produkte der Matrizen P und Q

Es ist bekannt, dass ein Produkt aus m Faktoren, die entweder P oder @
sind, eine (n+ 1) x (n+ 1) Matrix ist, die nur in der m ten Superdiagonalen
Elemente hat, die nicht Null sind. Ein Produkt aus n Faktoren hat also nur
oben rechts einen einzigen Eintrag, der ungleich Null ist. Ein Produkt aus
k Faktoren mit k > n ist also sofort die (n + 1) x (n 4 1) Nullmatrix.

Teil 2: Zusammenhang zum Theorem von Quesne

In [9] wurde von QUESNE gezeigt, dass fiir eine ganz beliebige Wahl von
ag, as, .. [der so genannten Basis| das n te Folgeglied ¢, des Zassenhaus Pro-
duktes mit der g-Exponentialfunktion eine Linearkombination von Wortern
der Lange n ist. Dieses Theorem ist also eine Analogie zu den Theoremen
von Baker-Campbell-Hausdorff und Zassenhaus. Besonders interessant ist
hier nun, dass die Wahl der reellen Zahlen as, s, .. wirklich ganz beliebig
ist und man somit auch unterschiedliche Funktionen egje; erhélt.

Es wird nun das nte Folgeglied C,, des Zassenhaus Produktes mit der g-
Exponentialfunktion und den Matrizen P und @) betrachtet. Fiir dieses feste
n gilt nach Teil 1 wieder

e (Cr) = 1

fiir £ > n, da C}, eine Linearkombination aus Produkten mit £ > n Faktoren
ist und diese Faktoren aus den Matrizen P und ) bestehen. Man erhélt somit
die grundlegende Gleichung

eq(P+ Q) = eq(P) eq(Q) - ego2(C2) - egos (C3) - ... - egan (Cn).
Durch linksseitiges anmultiplizieren der inversen Elementen ergibt sich

egon (Cn) = egan1(Cp1) ™ oo eg(Q) 7 eg(P) ™ - eg(P + Q).
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Teil 3: Das obere rechte Element von ey (C,,)

Nach QUESNE ist also wieder bekannt, dass C, nur oben rechts einen einzigen
Eintrag hat, der ungleich Null ist. Damit und nach der Definition der g-
Exponentialfunktion gilt also

eqan (Cn) - I + Cn.
Somit folgt fiir das obere rechte Element wieder

(Cn)1,n+1 = (eqa”(C”))l,n—i-l
= (egun1(Cn1) ™' o eg(P+ Q) s (4.5)

Teil 4: Beweisabschluss

Betrachtet man nun Teil 4 aus Beweis 3.2.2 zusammen mit Gleichung (4.5),
so erhélt man die Behauptung 4.2.1. O

4.3 Beispiele

Nach diesem Satz sollen nun die ersten beiden Folgeglieder berechnet wer-
den.

4.3.1 Berechnung von c,

Fiir n = 2 gilt
1 1
» 1 -1 1—m 1 -1 1-mq
0 O 1 0 0 1
4 Lo I e
eq(Q) = 0 1 —Ty = 0 1 —T ,
0 O 1 0 O 1
(14-71)(14+72)
L (14m) o)
eq(P+Q) = | o 1 (1+7)
0 0 1
(1+711)(1+72)
1 1+4+m) 7&%) 2
= 0 1 (1+79)
0 0 1
Es folgt
T1—4T2 T1—qT2
I 10 T, 10 15y
(@) eq(P) T e(P+Q) = | 01 0 = lo1 o
0 0 1 0 0 1
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und somit ergibt sich

1
2 = U< 2, > = m(ba—qab) = (1+q)(ba—qab).

4.3.2 Berechnung von c3

Fiir n = 3 gilt
1 2 1
1 =1 1-mg —l+ag - oo
e (P)1 = 0 1 -1 -ty
4 0 0 1 -1 ’
0 0 0 1
1 —1 1ime— 7(‘{1_:2) —T1T273 + 72(7—1112(;)—3
_ T1T2T3
1 (1+Q)(1t_‘I-7tq2)
Q@ = [0 1 —T 2T = (i ,
0O O 1 )
0 0 0 1
(1471)(1+72) (1471)(1472)(1+73)
L (+n) gy <(1111q>31(ﬁ+2)> ”
T2 T3
eP+Q = |0 b Uaml T
0 0 1 (14 73)
0 0 0 1
__T qT2
10—+ arg 0 -
0 1 0 __T2 + _4q73
o (C5)1 — (1+q) 1+4q)
eg2 (C2) 0 0 1 0
0 0 0 1

Es ist auffillig, dass ao in der Matrix egoz (Co)~! gar nicht vorkommt. Dies
ergibt sich durch die g-Exponentialfunktion und ist auch bei Matrizen in
hoheren Ordnungen zu beobachten.

Es ergibt sich nun

s = U (eqaz(Cg)_l ceq(Q) " - eg(P) - eg(P + Q))l,n—I—l

1
= (ETETEY) . <baa+bab—qaba—qabb+qbab—qbba —

q% aba — ¢* abb + ¢? bab — ¢ bba + ¢° aab + ¢* bab)
1

1
1+q¢)(1+q+q?

] . (baa — qaba — ¢* aba + ¢* aab).
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Fiir ¢ — 1 erhélt man

C3 =

. (2bab — abb— bba) + é : (baa — 2aba + aab)

N W =

1 1 1 1 1
= gbab — gaba — gabb — gbba + gbaa + éaab,

was wieder mit dem Ergebnis der iiblichen Exponentialfunktion {iberein-
stimmt.
4.4 Algorithmus zur Berechnung der Folgeglieder

Der folgende Algorithmus berechnet das n te Folgeglied des Zassenhaus Pro-
duktes mit der ¢g-Exponentialfunktion.

(Input) Ein n > 2 und m = 2.
(1) Berechnung der (m + 1) x (m + 1) Matrix P durch
Pij = dit1.
(2) Berechnung der (m + 1) x (m + 1) Matrix @ durch
Qij = dit1,;Ti.
(3) Berechnung von
Cm = eq"‘m—l(Cm—lr1 wregea (C2) T eg(Q) T eg(P) ey (P+Q),

dabei ist O, fiir £ < m das spezielle k te Folgenglied des Zassenhaus
Produktes, welches durch die (m + 1) x (m + 1) Matrizen P und Q
gegeben wird.

(4) Wenn m < n, dann m = m + 1 und gehe zu (1), sonst weiter zu (5).
(5) Anwenden des Operators U auf das Element (C,)1 n+1-

(Output ) Das n te Folgeglied in Worterschreibweise.

Fine mogliche Mathematica Implementierung ist im Anhang unter 6.3 zu
finden.



5 Diskussion

Die Baker-Campbell-Hausdorff Reihe

Es wurde die einfache Methode von REINSCH aus [4] zur Berechnung der
Baker-Campbell-Hausdorff Reihe untersucht und ausfiihrlich dargestellt.

Die hierdurch erzielten Ergebnisse in Worterscheibweise wurden anschlie-
Bend in eine Kommutatordarstellung gebracht. Dazu kann entweder das Ver-
fahren von DYNKIN verwendet werden, oder man benutzt die aufgestellte
Vermutung, welche eine einheitliche und zufriedenstellende Kommutator-
schreibweise liefert.

Zur Berechnung der Folgeglieder und zur Umwandlung der Worterscheibwei-
se in Kommutatordarstellung konnte ein effizientes Mathematica Programm
geschrieben werden. Damit waren wir auch in der Lage, die vermutete Kom-
mutatorschreibweise bis zum 18ten Folgeglied z1g auf ihre Giiltigkeit zu
tiberpriifen.

Das Zassenhaus Produkt

Ausgehend von der Methode von REINSCH konnten wir auf gleiche Art und
Weise auch das Zassenhaus Produkt berechnen. Es war uns dadurch auch
wieder moglich, eine effiziente Mathematica Implementierung unserer Metho-
de zur Berechnung der Folgeglieder zu schreiben. In allen Literaturquellen
wurde das Zassenhaus Produkt maximal bis zur sechsten Ordnung cg be-
rechnet und angegeben, wir konnten nun Folgeglieder bis c15 und noch mehr
berechnen.

Analog zur Baker-Campbell-Hausdorff Reihe stellten wir auch hier eine Ver-
mutung auf, wie sich die Worterscheibweise in Kommutatordarstellung um-
schreiben ldsst. Auch damit erzielten wir eine zufriedenstellende Kommu-
tatorschreibweise des Zassenhaus Produktes. Die Vermutung haben wir bis
zum 17 ten Folgeglied cq7 auf ihre Giiltigkeit hin untersucht.

Das ¢-Zassenhaus Produkt

Wir haben unsere grundlegende Methode auch auf die verallgemeinerte g-
Exponentialfunktion iibertragen kénnen und dazu einen Algorithmus formu-
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liert. Es ist zu bemerken, dass die Wahl der «; fiir ¢ > 2 ganz beliebig sein
darf, jedoch erhalten wir nur recht unschéne Losungen in Worterschreibwei-
se.

Es konnte im Allgemeinen auch keine Kummutatordarstellung erzielt wer-
den, daher kann diesbeziiglich auch keine Vermutung geduflert werden.

Der vorgestellte Algorithmus und die dazugehorige Implementierung ist also
nur dann [aber auch gerade dann] sinnvoll, wenn eine Losung in Worter-
schreibweise fiir ein vorgegebenes ¢ und fiir vorgegebene «; fiir ¢ > 2 berech-
net werden soll.



6 Anhang

6.1 Implementierung der Baker-Campbell-Hausdorff
Reihe

Der in 2.4 vorgestellte Algorithmus kann nun auch einfach implementiert
werden. Das folgende Beispiel zeigt ein Mathematica Programm, welches das
n te Folgeglied der Baker-Campbell-Hausdorff Reihe fiir ein n > 2 berechnet.

Das Ergebnis wird hier in Worterschreibweise wiedergegeben und es sind
auch effizientere Implementierungen denkbar. Trotzdem sollte klar werden,
wie einfach und kurz ein derartige Programm aussehen kann.

BCH[n_,x_,y_] := Module[{F,G,B,A,T,s,r,i,j,k},

F = Table[1/(j-i)!, {i,n+1},{j,n+1}];

G = Table[1/(j-i) '*Product[s[k],{k,i,j-1}], {i,n+1},{j,n+1}]1;

B = IdentityMatrix[n+1];

A = F.G-B;

T = Expand[-Sum[B=-B.A; B/k, {k,n}][[1,n+1]]*Product([s[k],{k,n}]1];
Sum[

r = (List @@ T[[k1]1) /.
{s[i_] -> ToString[x], s[i_1"2 -> ToStringl[yl};
r[[1]]1*(StringJoin @@ Take[r,-nl),
{k,Length[T]}
]
1

Alle mit diesem Programm erzielten Ergebnisse wurden griindlich mit den
Literaturwerten aus [9] und [6] verglichen und iiberpriift. Es wurde kein
Fehler gefunden.

6.2 Implementierung des Zassenhaus Produktes

Das folgende Beispiel zeigt ein Mathematica Programm, welches sich an
dem Algorithmus aus 3.4 orientiert und das nte Folgeglied des Zassenhaus
Produktes fiir ein n > 2 berechnet.
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ZH[n_,a_,b_] := Module[{C,L,K,J,P,Q,m,t,r,i,j,k,u,z},

m= 2;

NestList [ (m++;

L = Table[(-1)"(i+j)/(j-i) !'*Product [t [k],{k,i,j-1}]1,
{i,m+1},{j,m+1}];

Table[(-1)~(i+j)/(j-1)!, {i,m+1},{j,m+1}];
Table[1/(j-i) !*Product [(1+t [k1),{k,i,j-1}],{i,m+1},{j,m+1}]1;
Table[KroneckerDeltal[i+1,j], {i,m+1},{j,m+1}];
Table[KroneckerDelta[i+1,jl*t[i], {i,m+1},{j,m+1}];

0 Yoa =N
]

C[m] = Expand[
((Dot @@ Table[MatrixExp[-Sum[
r = (List @@ C[m-ul [[z]1) /. {t[i_] -> P, t[i_ 172 -> Q};
r[[1]1*(Dot @@ Takel[r,-Length[r]l+1]), {z,Length[C[m-ull}1],
{u,1,m-2}1).L.K.J) [[1, m+1]]*Product[t[j],{j,m}]

D&,

cl[2] = (tl[1]1~2*t[2])/2-(t[1]1*t[2]"2)/2, n-2

1;

Sum[
r = (List @@ C[nl[[k1]1) /.
{t[i_] -> ToStringlal, t[i_]1"2 -> ToString[bl};
r[[1]]*(StringJoin @@ Take[r,-n]),
{k, Length[C[n]]}
]
1

Auch hier wurden wieder alle Ergebnisse griindlich mit den Literaturwerten
aus [9] verglichen und iiberpriift. Es wurde wieder kein Fehler gefunden.

6.3 Implementierung des ¢-Zassenhaus Produktes

Das folgende Mathematica Programm orientiert sich am Algorithmus 4.4
und berechnet das nte Folgeglied des Zassenhaus Produktes mit der g-
Exponentialfunktion fiir ein n > 2.

k[n_,q_] := Module[{i}, Sum[q~i, {i,0,n-1}1];
kf[n_,q_] := Module[{i}, Product[k[i,q], {i,n}]1];

Eqln_,X_,q_] := Module[{A,i},

A = X;

IdentityMatrix[n+1] + X + Sum[A=A.X; A/kf[i,ql, {i,2,n}]
1

ZHq[n_,a_,b_,q_,List_] := Module[{C,L,K,J,P,Q,m,t,r,i,j,k,u,z},
m = 2;
NestList [(m++;
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P
Q

Table[KroneckerDeltal[i+1,j], {i,m+1}, {j,m+1}];
Table[KroneckerDeltal[i+1,jl*t[i], {i,m+1}, {j,m+1}];

C[m] = Expand[((Dot @@ Table[Inverse[Eq[m,
Sum[r = (List @@ C[m-u] [[z]]) /. {t[i_]l -> P, t[i_]1"2 -> Q};
Product [r[[i]], {i,Length[r]-(m-u)}]*(Dot @@ Take[r,-(m-u)l),
{z,Length[C[m - ull}], q"(List[[m-u-111)17,
{u, m-2}]1).(Inverse[Eq[m,Q,ql]].Inverse[Eq[m,P,q]l].
Eq[m,P+Q,ql)) [[1,m+1]]*Product [t [j],{j,m}1&,

C[2] = (t[11"2*t[2])/(1+q)-(gq*t[11*t[2]"2)/(1+q), n-2];

Sum[
r = (List @@ C[n][[k1]1) /.
{t[i_] -> ToStringlal, t[i_1"2 -> ToString[bl};
Product [r[[i]], {i, Length[r]-n}]*(StringJoin @@ Take[r,-nl),
{k, Length[C[n]]}
]
1

Die Liste List steht fiir die Werte der «;. Mit List={a[2],a[3],a[4]} gilt
zum Beispiel as =a[2], ag =al[3] und a4y =al[4].
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